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内 容 简介 


本 书 以 教育 部 最 新 颁布 的 线性 代数 教学 大 岗 和 教育 部 考试 中 心 组 织 编写 的 考研 大 纲 为 依据 ,内 容 包 
括 了 考研 数学 中 线性 代数 的 全 部 考点 和 相关 内 容 . 全 书 各 章节 均 按 照 讲 、 练 . 考 ( 自 测 ) 的 结构 编写 , 书 中 例 
题 甄选 自 历年 考研 真题 和 经 典 题 型 ,使 学 生 在 学 习 上 形成 一 套 闭环 ,而 且 本 书 中 的 * 魔 研 君 点 睛 ?是 一 大 
特色 . 

本 书 通俗 易 懂 、 深 入 浅 出 ,可 作为 考研 数学 的 备考 用 书 , 也 可 作为 大 学 数学 学 习 的 辅导 用 书 ,以 及 数学 
爱好 者 的 自学 教材 . 
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一 个 出 身 武 术 世家 的 数学 老师 的 数学 梦 


小 候 七 


在 来 到 新 东方 做 考研 数学 老师 之 前 ,我 最 为 人 知 的 身份 是 “ 侯 家 拳 传人 ”我 8 岁 开始 跟 
随 爷 爷 学 习 祖 传 的 侯 家 拳 , 那 时 学 的 是 皮毛 ; 十 几 岁 的 时 候 拜 师 吉林 武术 名 家 陈 国 诚 , 系 统 
地 学 习 了 陈 式 太 极 拳 和 一 些 刀 法 、 剑 法 ,算是 小 有 成 绩 ; 到 大 庆 后 ,与 东北 众多 武术 名 家 亦 
师 亦 友 ,学 到 了 包括 太极 拳 . 旺 螂 拳 . 查 拳 在 内 的 很 多 拳 种 ; 再 后 来 到 上 海 ,更 是 得 到 了 武术 
泰斗 “ 神 拳 大 龙 ? 殖 龙 云 老 先生 的 指点 ,将 原本 无 标准 套路 的 侯 家 拳 虎 搏 功 整理 出 入门 三 大 
母 拳 : 静 山 桩 、 虎 搏 缠 手 、 川 杨 功 . 

我 不 仅仅 是 学 功夫 ,更 是 热衷 于 传播 功夫 ,先后 成 立 过 “中 华 振 武 会 “Tiger 武 学 堂 ”等 
武术 组 织 , 搞 国际 武术 文化 推广 .前 前 后 后 有 十 几 个 国家 的 留学 生 和 访 华 团体 ,都 是 带 着 我 
教 给 他 们 的 中 国 功夫 回 到 自己 的 国家 的 . 

为 什么 在 武术 界 风 生 水 起 的 我 ,突然 转行 到 了 教育 行业 ?其 实 不 是 转行 ,而 是 “ 谋 条 生 
路 ”. 振兴 武术 是 我 一 生 的 坚持 ,只 要 我 还 活着 ,只 要 有 机 会 ,我 就 肯定 会 把 中 国 的 国粹 推广 
和 发 扬 . 但 同学 们 ,追求 梦想 的 前 提 是 活 下 去 , 活 下 去 就 需要 有 经 济 来 源 . 而 我 振兴 武术 咯 显 
“ 思 忠 ”, 从 来 不 收 一 分 钱 , 既 不 收 个 人 的 学 拳 费 , 也 不 收 组 织 的 劳务 费 , 除 了 收 过 上 海 理工 大 
学 日 本 文化 交流 中 心 的 200 元 补贴 外 ,这 辈子 在 武术 上 我 没 赚 过 其 余 一 分 钱 . 

侯 氏 家 族 虽 不 敢 称 名 门 望族 ,但 家 中 一 直 都 有 代 代 相传 的 家 族 文化 ,武术 在 我 们 家 族 是 
神圣 的 ,能 和 我 学 习 侯 家 拳 ,说 明 我 们 有 缘分 ,你 我 是 有 缘 人 ,怎么 还 能 收费 呢 ? 绝对 不 可 
以 . 可 我 到 底 该 靠 什 么 来 生活 ? 随 随 便便 对 付 一 份 工作 ? 那样 我 觉得 是 浪费 人 生 . 

我 有 三 大 爱好 ,还 有 三 种 爱 吃 的 食物 ,分 别 是 “读书 、 练 武 .做 数学 ,牛肉 .土豆 , 炒 番茄 ” 
读书 我 曾经 做 过 “小 侯 七 读书 会 ”, 虽 然 影响 不 大 ,但 充满 着 读书 人 的 情怀 ; 练武 自 不 用 多 
说 ,我 骨子里 都 流 着 武术 人 的 血液 ,对 我 来 说 举手投足 都 是 练武 ,唯一 没 真 正 去 做 的 那 就 是 
做 数学 了 . 

我 自 小 就 喜欢 数学 ,尤其 高 中 时 遇 到 了 一 位 有 魔力 的 班主 任 数学 老师 ,更 是 让 我 对 数学 
产生 了 浓厚 的 兴趣 . 如 果 说 一 定 要 让 我 找 一 个 可 以 维持 生计 的 工作 , 那 我 毫 无 疑问 会 选择 做 
数学 . 最 重要 的 是 ,做 数学 是 我 的 三 大 爱好 之 一 ,与 我 那 充满 浓 浓 情怀 的 人 生 规划 并 不 矛盾 . 

就 这 样 ,我 来 到 了 上 海 新 东方 ,一 不 留神 在 终极 面试 中 成 为 了 全 校 第 一 名 ,做 了 考研 数 
学 老师 ,更 是 一 不 留神 还 成 了 考研 数学 项 目 组 长 .考研 数学 教研 负责 人 , 当 了 “ 官 " 了 . 

从 我 做 考研 数学 老师 那天 起 ,我 给 自己 定 了 三 个 规矩 : 踏 踏实 实 教 知识 , 认 认 真 真 搞 教 
育 , 堂 堂 正 正 为 人 师 . 每 次 面 对 学 生 或 者 走 上 讲台 前 ,我 都 会 提醒 自己 , 千 千 万 万 不 能 忘 了 这 
三 个 规矩 . 所 以 ,在 以 往 的 教 职 生 淮 中 ,我 敢 拍 着 胸 且 说 做 到 了 无 愧 于 心 . 
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在 和 学 生 的 交流 中 ,我 发 现 很 多 学 生 的 基础 并 不 好 . 有 些 同 学 可 能 是 毕业 多 年 ,早已 经 
将 数学 知识 还 给 当年 的 老师 了 ; 有 些 同 学 虽 在 校园 但 前 几 年 没有 认真 学 数学 ,现在 决定 要 
考研 才 发 现 自己 的 数学 不 行 . 什么 原因 导致 的 数学 基础 不 好 ,我 并 不 关心 ,我 只 关心 如 何 能 
把 数学 教 好 ,如 何 能 让 打算 考研 的 同学 们 把 数学 学 好 . 

市 面 上 考研 数学 的 辅导 书 非常 多 ,而 且 大 多 写 得 都 不 错 ,但 我 也 有 自己 的 想法 ,比如 能 
不 能 用 通俗 、 直 白 “ 接 地 气 ” 的 语言 解释 数学 概念 ,能 不 能 有 让 同学 们 一 目 了 然 , 一 点 即 通 的 
“点 睛 ?部 分 ,等 等 . 带 着 这 些 想法 ,2017 年 思 人 节 , 我 便 与 我 的 挚友 清华 大 学 出 版 社 汪 操 老 
师 沟 通 ,他 对 我 的 想法 很 支持 ,给 出 了 很 多 建议 . 就 这 样 ,我 开始 组 建 团 队 , 周 洋 乌 和 崔 原 铭 
这 两 位 优秀 的 考研 数学 老师 走 进 了 我 的 视野 . 

我 和 周 洋 狗 初 识 是 在 2017 年 9 月 ,当时 新 东方 教育 科技 集团 组 织 教 师 赛 课 , 洋 馅 是 数 
学 组 赛 课 第 一 名 . 他 的 讲课 风格 和 对 数学 的 理解 ,我 非常 欣赏 . 从 那 时 起 我 们 成 了 彼此 考研 
数学 圈 最 好 的 朋友 之 一 . 深入 了 解 后 我 得 知 , 他 是 北京 新 东方 的 骨干 名 师 .博士 ,对 数学 有 着 
独特 的 认 知 . 我 将 我 的 图 书 规划 讲 给 他 听 ,他 非常 激动 ,说 :“ 侯 哥 , 这 正 是 我 想 要 的 考研 数 
学 辅导 用 书 . "还 记得 有 一 天 ,我 去 北京 出 差 ,他 带 着 我 诞 他 博士 就 读 的 母校 , 边 走 边 和 我 说 
他 关于 数学 的 梦想 ,以 及 他 对 爱情 .事业 甚至 人 生 的 规划 .我 静 静 地 听 着 ,心中 却 早已 无 法 压 
抑 那 份 激 动 , 因 为 我 觉得 此 人 绝 非 等 闲 之 辈 , 实 乃 有 鸿 外 之 志 的 “天 才 少 年 ”. 就 这 样 ,我 正式 
邀请 他 加 入 我 的 团队 ,全面 参 与 “ 魔 研 考研 数学 系列 ”的 编写 工作 . 事实 证 明 ,我 的 决定 是 正 
确 的 . 

崔 原 铭 是 复旦 高 才 生 ,曾经 在 上 海 新 东方 兼职 ,但 由 于 各 种 原因 并 没有 上 台 讲 课 , 毕 业 
后 去 了 上 汽 通用 汽车 有 限 公 司 工作 . 在 我 刚刚 担任 考研 数学 项 目 组 长 的 时 候 ,他 就 特别 积极 
地 联系 我 ,说 要 重 回 新 东方 ,实现 自己 的 数学 梦 . 当时 我 由 于 课程 任务 重 ,管理 工作 繁忙 ,所 
以 并 没有 “搭理 ”他 .但 他 特别 执着 ,一 定 坚持 要 见 我 ,于 是 我 就 约 他 来 了 上 海 新 东方 总 部 . 还 
记得 那 是 2017 年 10 月 的 一 个 下 午 ,我 俩 在 上 海 新 东方 总 部 咖啡 吧 第 一 次 见面 ,在 接 下 来 的 
沟通 中 ,我 发 现 他 竟然 也 是 个 数学 天 才 ,2017 年 我 接触 的 全 国 考研 数学 老师 数 以 百 计 ,新 东 
方 数学 团队 也 有 七 八 十 人 ,让 我 “心动 ”的 除了 洋 侈 ,就 是 原 铭 了 . 还 记得 在 上 海南 京东 路 一 
家 餐厅 用 餐 时 ,他 说 :“ 侯 哥 , 数 学 并 不 枯燥 ,是 讲课 人 的 方法 太 枯燥 ; 数学 可 以 很 通俗 易 
懂 , 是 易 懂 的 书 太 少 . 就 像 做 菜 一 样 ,材料 都 相同 ,要 有 一 个 好 厨师 调配 . ”后 来 ,他 正式 加 入 
到 新 东方 考研 数学 的 大 家 庭 , 其 超 强 的 能 力也 得 到 了 其 他 同事 的 认可 . 再 后 来 ,我 又 把 他 拉 
进 “ 魔 研 考研 数学 系列 "的 编写 团队 . 

我 们 三 人 的 合作 非常 愉快 ,三 本 书 我 们 都 有 参与 ,但 根据 各 自 的 擅长 ,每 本 书 每 人 负责 
若干 章节 . 在 很 多 人 眼 里 , 写 这 种 辅导 用 书 ,不 就 是 “复制 "和 “粘贴 * 吗 ? 但 看 拳 和 打 拳 真 不 
一 样 ,我 们 对 每 个 概念 都 会 选 自己 认为 最 恰当 的 描述 方式 ,对 每 一 道 题 的 选取 都 精 挑 细 琢 、 
深思 熟 虑 ,并 且 在 课堂 上 通过 学 生 检验 . 

最 让 我 感动 的 是 2018 年 除夕 夜 ,当晚 10 点 左右 ,在 安徽 泾 县 "娘家 ?过 年 的 我 刚刚 陪 完 
亲戚 ,打算 拿 出 电脑 和 一 堆 材料 开 始 整理 书稿 的 时 候 , 突 然 洋 驳 来电, 他 略 带 疲惫 地 问 :“ 侯 
HET?” 

我 打 了 个 哈欠 说 :“ 酒 也 喝 了 ,鞭炮 也 放 了 ,饺子 也 包 了 ,该 写 写 书 、 做 做 题 了 . ” 

洋 铭 一 下 子 兴 奋起 来 ,说 :“ 我 也 正 打算 写 书 稿 , 要 不 我 们 一 起 ?” 

因为 对 数学 知识 点 的 认识 需要 全 面 和 准确 ,所 以 我 们 三 人 经 常 讨论 ,因此 常常 会 保持 语 
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音 通话 的 状态 一 起 写 书 . 

我 说 :“ 不 知道 原 铬 有 没有 空 .” 

洋 蠢 说:“ 是 他 打 电 话 告诉 我 ,他 要 写 书稿 ,恰好 我 也 有 此 意 , 才 给 你 打 的 电话 .” 

那 一 瞬间 我 感动 了 . 两 个 兄弟 都 这 么 努力 ,我 这 当 大 哥 的 还 能 掉队 吗 ? 必须 写 起 来 ! 

我 要 感谢 上 海 新 东方 王 洛 老师 .新 东方 集团 张 伟 老师 、 清 华 大 学 出 版 社 汪 操 老 师 , 还 要 
感谢 我 的 助理 老师 们 ,在 我 因 工作 量 大 而 无 法 分 身 时 ,他 们 帮 有 我 梳理 了 部 分 基础 性 材料 , 花 
费 了 大 量 心血 . 最 后 ,感谢 新 东方 教育 科技 集团 和 清华 大 学 出 版 社 的 大 力 支持 ,是 你 们 让 * 魔 
研 考研 数学 系列 "有 了 诞生 的 可 能 . 

总 体 来 说 《 魔 研 考研 数学 之 高 等 数学 兴 魔 研 考研 数学 之 线性 代数 》 和 (《 魔 研 考研 数学 之 
概率 论 与 数理 统计 ) 是 我 和 洋 狂 还 有 原 铭 倾 尽心 血 完 成 的 三 本 书 , 但 由 于 能 力 有 限 、 时 间 仓 
促 , 在 编写 过 程 中 难免 有 不 足 之 处 ,请 读者 .同行 以 及 专家 朋友 们 多 多 提出 宝贵 意见 ,我 们 愿 
意 积极 改正 并 同步 提高 . 

小 侯 七 敬 上 . 
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有 一 次 在 高 铁 上 ,小 侯 七 老师 突然 问 我 :“ 洋 奔 , 线 性 代数 从 近 十 几 年 的 考研 真题 上 看 ， 
题 型 以 及 出 题 方式 早已 模式 化 了 ,那么 为 什么 有 些 学 生 已 经 非常 努力 了 但 却 还 是 分 数 不 高 
呢 ?" 我 顿时 陷入 了 深思 . 直到 后 来 我 才 渐渐 意识 到 “可 能 是 认识 的 原因 ”, 也 许 的 确 是 大 家 并 
没有 正确 复习 的 认识 ,对 考点 的 把 握 没 那么 精准 ,复习 没有 重点 ,导致 很 多 学 习 时 间 的 荒废 . 
因此 ,我 觉得 很 有 必要 带 着 大 家 从 出 题 人 的 角度 聊 一 下 线性 代数 的 考研 那 点 事 ! 

线性 代数 是 考研 数学 三 大 分 支 之 一 ,从 2006 年 新 考研 试卷 结构 开始 ,在 试卷 中 主要 考 
查 两 个 选择 题 (2X4 分 二 8 分 )、 一 个 填空 题 (1X4 分 二 4 分 )、 两 个 解答 题 (2X11 分 二 22 
分 ) ,在 总 分 为 150 分 的 试卷 中 占据 34 分 的 重要 位 置 .一般 地 ,数学 一 、 数 学 二 和 数学 三 在 线 
性 代数 的 考题 中 已 经 趋 近 统一 了 ,除了 数学 一 在 大 纲要 求 上 多 出 “向 量 空间 ”部 分 的 内 容 以 
外 ,大 致 已 是 一 样 的 了 . 因此 ,这 里 我 主要 聊 聊 最 后 两 个 解答 题 的 大 致 出 题 点 和 解 题 套路 . 可 
能 在 一 开始 你 不 能 有 深层 次 的 理解 ,但 是 当 大 家 学 完整 本 书后 再 回 过 头 来 看 时 ,可 能 就 会 有 
更 深层 次 的 理解 了 . 

这 两 道 大 题 的 大 致 埋伏 点 ,我 将 其 比 作 “两 驾 马 车 ”. 


第 一 驾 马 车 ” 向量、 方程 组 两 兄弟 


下 面 给 出 一 个 一 般 的 非 齐 次 线性 方程 组 : 


anzi Hart: +*+ aint, = b+ 


asna Fazat H +H antn, = bz, 


【形式 一 】 
daii Fats Fee aata = bas 
运用 矩阵 乘法 ,不 难得 到 
an al … am 1fz b, 
21 22 2 2 b; 
“ “ “J =? EA Ax =g. [形式 二 】 
Am è Am ”dmn Tn ë, 
an qaz … ax Tı b, 
an aqo ° a, Xs b; 
其 系数 矩阵 为 4 一 | 和 <“ > ,未 知 量 向 量 为 x 一 | 一 |, 常 数 项 向 量 为 8 一 | “| 
i a d i =, bm 


对 形式 一 做 恒 等 变形 , 则 
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an az a b, 
az ax as, b; 
= +=x| . +a = 
am amz amn bm 
aij bı 


bz : a 
若 记 wi; = j=51:2 on WBS) ，| 时 , 原 方程 组 就 转化 为 


amj D 
Zial + ræ 十 … 十 Ta = B + 【形式 三 】 
即 方程 组 这 三 种 形式 是 彼此 等 价 的 . 

对 于 形式 三 ,不 难 发 现 其 恰恰 就 是 “B 能 否 由 向 量 组 qi ,as ,… ,@, 线性 表示 ”的 问题 ,而且 
线性 表示 的 系数 恰好 是 非 齐 次 线性 方程 组 的 解 . 于 是 得 出 结论 一 : 非 齐 次 线性 方程 组 的 求 
解 与 常数 项 向 量 能 否 由 系数 矩阵 4 的 列 向 量 组 线性 表示 根本 上 讲 是 同一 个 问题 . 

若 常 数 项 向 量 B =0, 方 程 组 就 转化 为 了 齐 次 线性 方程 组 Ax==0, 同 理 形式 三 也 就 变 成 
Zi ol 十 za ws 十 … 十 za 一 0. 这 个 表述 与 我 们 在 “线性 相关 ,线性 无 关 ” 中 讨论 的 不 谋 而 合 . 
具体 点 讲 ,“ 存 在 一 组 不 全 为 零 的 系数 zi ,zs，… z, 使 得 ri a Har as 十 … 十 Za 一 0 成 立 
Hf a ,az ,…,a 线性 相关 ”全 “4x 一 0 有 非 零 解 ”;* 若 za 十 zs a oaa, =0 成 立 , 仅 有 
所 有 系数 全 为 零 , 此 时 ai ,as ,…,a, 线性 无 关 " 全 “4x 一 0 只 有 零 解 ”. 

因此 ,得 到 结论 二 : 齐 次 线性 方程 组 的 求解 与 4 的 每 个 列 向 量 间 的 线性 相关 性 根本 上 


讲 是 同一 个 问题 . 
在 上 面 的 基础 上 ,我 们 可 以 在 攀 息 的 路 上 更 进一步 ,继续 讨论 下 一 个 问题 . 在 此 ,引入 和 拢 
阵 方程 概念 : 
an Qi OO Ain [Tn Tiz Tm bi bi o bim 
Q2 Qz ° Azn || Ta Toz * Tom = ba be ** in ，【 形 式 一 】 
Am Am OO G, J Em Tn Tm bar bo Di 
an qan ay Tu Xl Tim 


Qa QA °° An 1 T2 °° Tom 


DREEM = |“ 


m da "E sa Ta ta mn 
bi bi … bim 
b. b. ... bom i 
知 量 矩阵 ,B 一 | O ”| 为 常数 项 矩阵 . 

bm bnz Dm 
Tij bij 

y Ta b; | . 5 ey 

Ew x =| . B=] | [jJ51:2 sm, WEER EER — EEH 
Zaj bmj 


A(X X s x,)= (A R - B.) 
(Ax, Ax; + Ax,)= (8 B, ` B.) 
@Ax; =. B, j= I 【形式 二 】 
根据 结论 一 可 知 , 上 式 表示 的 意义 是 “B 能 否 由 系数 矩阵 4 的 列 向 量 组 线性 表示 ”, 换 
句 话 讲 就 是 “B 的 列 向 量 组 能 否 由 系数 矩阵 4 的 列 向 量 组 线性 表示 ” 处 理 问 题 时 ,我 们 需要 
求解 冯 个 同系 数 矩 阵 的 非 齐 次 线性 方程 组 ,对 应 的 解 x; 就 是 B, 由 A 的 列 向 量 组 表示 的 系 
数 . 因此 ,不 难得 出 结论 三 : 矩阵 方程 的 求解 与 向 量 组 间 的 线性 表示 在 根本 上 讲 是 同一 个 
问题 . 
这 里 的 三 大 结论 ,也 就 是 考研 线性 代数 的 第 一 个 大 题 的 高 频 考点 . 从 基本 出 发 ,线性 方 
程 组 的 求解 就 变 得 尤为 重要 . 在 求解 中 ,都 是 对 系数 矩阵 (或 增 广 矩阵 ) 进 行 行 初等 变换 化 为 
行 最 简 矩 阵 然后 求解 ,这 种 基本 的 思路 方法 ,一 定 要 熟练 掌握 .融会 贯通 ! 


第 二 如 马车 给 阵 相 似 对 角 化 和 二 次 型 


二 次 型 的 问题 实际 上 是 实 对 称 矩阵 相似 对 角 化 的 一 个 几何 应 用 ,所 以 先 来 谈 谈 矩 阵 的 
相似 对 角 化 . 
所 谓 夭 阵 相似 对 角 化 , 即 是 “一 个 逢 阵 与 一 个 对 角 甜 阵 相似 ” 回 到 定义 上 , 则 可 表述 为 
“存在 一 个 可 逆 矩 已 ,使 得 P-'AP 二 A (对 角 矩 阵 )”. 
Ài 
BUCARATHNM PAP APA] “|, 我 们 一 起 再 看 看 使 得 
Àn 
DD fi Et EE P PLUR DL fa (kn 8 A 都 满足 什么 关系 . 
HP RRIARI: P= (BR B = B.) RAR P AP=A M 
À, 


AP = PA SA(B B - B)= (@ B - B.) 


S(AB. AB; -- AB.)= Q B ABD … upa) 
@AB, = AB, j= 1,2,--,n. 

不 难得 知 ,4; 为 4 所 对 应 的 特征 值 ,B 为 特征 值 A; 所 对 应 的 特征 向 量 . 因此 ,A 的 所 有 
特征 值 构 成 了 相似 对 角 化 的 结果 A ,特征 向 量 作 为 列 向 量 构成 了 P, 并 且 P 中 列 向 量 的 排列 
次 序 与 对 角 和 矩阵 主 对 角 线 上 的 特征 值 排列 次 序 要 一 一 对 应 ,这 就 是 相似 对 角 化 的 计算 问题 
的 核心 . 正 是 有 了 这 些 问 题 , 才 使 得 特征 值 和 特征 向 量 这 组 概念 变 得 有 意义 ! 

这 些 问题 讨论 结束 后 ,就 可 以 去 研究 二 次 型 的 问题 了 ,这 里 只 讲 最 主要 的 “ 正 交 变 换 法 
化 标准 形 问题 的 缘由 ”. 

对 于 一 般 的 二 次 型 f= x Ax 而 言 ,其 二 次 型 对 应 的 矩阵 是 实 对 称 和 矩阵 ,而 对 于 标准 形 


am 
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的 二 次 型 其 所 对 应 的 矩阵 是 对 角 和 矩阵 . 我 们 通过 变换 x 一 Qy 化 二 次 型 为 标准 形 时 ,7 一 xzTAx 
> f=(Qy)TA(Qy)= y! (QTAQ)y. 若 要 使 得 变换 完结 果 是 对 角 和 矩阵 ,只 需要 完成 一 个 问题 ， 
即 Q'AQ=A Ot fA ERE). 

前 面 已 经 讨论 过 对 角 化 的 问题 ,但 只 能 找到 一 个 可 逆 和 矩阵 进行 相似 对 角 化 , 即 
P''AP=A ,这 是 个 重要 问题 ! 切换 下 思路 ,如 果 存 在 一 个 矩阵 Q@ ,使 得 QT =Q AA 
决 了 嘛 ! 于 是 , 正 交 和 矩阵 走 上 了 考研 的 舞台 ! 正 交 和 矩阵 刚好 能 满足 这 样 一 个 条 件 , 根 据 性 质 
“ 实 对 称 和 矩阵 一 定 存在 正 交 和 矩阵 8, 使 得 0 "AQ 二 0 'AQ 二 A”, 似 乎 一 切 的 谜团 即将 打开 1! 

这 里 我 不 细致 去 讲解 ,单纯 地 给 出 “一 个 矩阵 满足 什么 条 件 才 能 是 正 交 和 矩阵 ”问题 的 答 
案 , 需 要 满足 两 点 : 

(1) 该 矩阵 的 列 向 量 间 彼此 正 交 ， 

(2) 该 矩阵 的 列 向 量 均 为 单位 向 量 . 

原本 使 得 相似 对 角 化 的 己 是 一 个 可 道 矩 阵 , 列 向 量 间 仅 仅 满足 线性 无 关 的 性 质 , 所 以 
只 需要 进一步 对 其 列 向 量 进 行 正 交 化 ( 施 密 特 正 交 化 ) ,再 单位 化 ,就 可 以 将 其 化 为 正 交 和 矩阵 
了 .于 是 一 切 都 大 功 告 成 了 ! 

见识 了 这 两 驾 马车 ,大 家 肯定 对 这 部 分 有 了 更 新 的 认识 , 带 着 这 种 认识 再 去 看 看 本 书 中 
详细 讲解 的 每 章 内 容 吧 ! 大 家 肯定 会 有 “柳暗花明 又 一 村 ”的 感觉 ,这 也 是 考研 线性 代数 中 
的 核心 . 

最 后 ,我 再 谈 谈 本 书 的 用 法 . 


本 书 用 法 指南 


全 书 总 共 分 6 章 , 每 章 都 由 “考研 大 纲要 求 与 重点 导 学 ”“ 必 会 基本 内 容 “ 考 试题 型 与 
解析 ”“ 自 测 题 精 选 " 四 大 部 分 组 成 . 

O 考研 大 纲要 求 与 重点 导 学 . 本 部 分 主要 阐述 大 纲 在 各 个 章节 的 要 求 ,分 析 大 纲 的 考 
点 内 容 , 目 的 是 让 大 家 更 加 具有 侧重 点 、 方 向 性 地 进行 复习 备考 . 

(2) 必 会 基本 内 容 .本 部 分 主要 对 大 纲 所 要 求 的 知识 点 进行 讲解 ,这 是 本 书 每 个 部 分 的 
基础 片段 . 同时 ,在 每 个 繁杂 知识 点 下 加 入 * 魔 研 君 点 睛 ”的 详细 解读 ,并 且 后 面 紧 接着 “小 试 
牛刀 ”部 分 加 以 训练 ,使 得 大 家 更 好 地 理解 与 把 握 基 本 知识 ,完成 考研 基础 的 第 一 阶段 . 

(3) 考试 题 型 与 解析 . 本 部 分 是 本 书 的 核心 内 容 , 通 过 每 音节 的 核心 知识 点 ,从 题 型 角 
度 进行 分 类 . 每 个 类 型 问题 都 会 先 对 方法 加 以 总 结 ,然后 通过 精 挑 细 选 的 经 典 习题 加 以 强化 
训练 ,让 大 家 可 以 更 好 地 把 握 考 研 , 进 入 到 知识 理解 的 第 二 阶段 . 

(4) 自 测 题 精 选 . 本 部 分 旨 在 帮助 大 家 学 以 致 用 ,锻炼 自己 独立 处 理 问 题 的 能 力 , 这 个 
阶段 是 知识 理解 的 内 化 与 升华 . 

在 使 用 本 书 的 过 程 中 ,依照 线性 代数 学 科学 习 的 特点 ,给 大 家 提供 三 个 建议 : 

(1) 注重 基础 知识 和 基础 运算 . 线性 代数 课程 最 大 的 特点 就 是 : 基础 知识 点 多 , 易 混 
淆 ;基础 运算 繁杂 , 易 出 错 . 所 以 ,在 复习 过 程 中 ,要 多 注意 基本 知识 点 的 内 在 联系 ,多 进行 基 
础 运算 ,处 理 过 程 切忌 粗心 大 意 . 

(2) 注重 知识 框架 体系 的 建立 . 线性 代数 课程 的 难度 在 于 6 章 内 容 的 紧密 联系 ,比如 单 


Ey 
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从 “行列 式 、, 和 矩阵 的 秩 、 向 量 组 线性 相关 性 方程 组 .特征 值 ?就 可 以 作为 一 条 主线 进行 知识 联 
系 , 所 以 在 复习 过 程 中 ,要 多 从 不 同 角度 联系 6 章 知识 . 

(3) 重复 ,再 重复 .“ 温 故而 知 新 ”, 很 多 知识 点 是 需要 重复 与 揣摩 才能 理解 深刻 的 ,很 多 
练习 题 也 只 有 通过 不 断 温 故 才能 更 加 熟练 . 因此 ,重复 地 学 习 , 不 断 地 训练 ,将 会 收获 更 多 . 

启程 吧 ,同学 们 ,朋友 们 ! 考研 的 征途 上 ,我 们 一 路 同行 ! 

在 此 ,感谢 我 的 团队 好 友 一 一 一 同 夜以继日 打磨 书稿 的 小 侯 七 老师 、 崔 诛 铭 老师 . 魔 研 
考研 数学 这 套 书 出 版 问世 的 这 一 天 ,我 们 三 人 激动 之 情 难 以 言 表 , 很 多 回忆 都 伴随 着 我 们 共 
同 的 愿景 一 一 为 考研 学 子 更 轻松 ,更 快乐 地 学 习 数 学 而 奋斗 变 得 更 有 使 命 感 、 仪 式 感 . 除 
夕 夜 团圆 饭 后 彻夜 写 书 ,课程 连连 的 疲惫 后 继续 改 稿 , 视 频 会 议 讨论 直 至 深夜 ……', 回 想起 ， 


如 此 ,奋斗 吧 ! 

所 有 的 伟大 ,都 源 于 一 个 勇敢 的 开始 ! 请 不 要 放弃 ,继续 努力 . 

最 后 ,再 次 感谢 魔 研 团队 的 共同 努力 ,同时 也 感谢 清华 大 学 出 版 社 的 大 力 支持 ,感谢 所 
有 为 本 书 付出 辛勤 汗水 ,提出 宝贵 意见 的 人 . 鉴于 编者 能 力 有 限 , 书 中 政 漏 之 处 在 所 难免 , 若 


有 不 足 之 处 ,恳请 读者 和 同行 专家 批评 指正 . 
BEYN 
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人 HOO 行 让 式 


_ 考研 大 纲要 求 与 重点 导 学 中 


1. 本 音 大 网 及 考试 要 求 


序号 考试 内 容 与 要 求 适用 科目 
1 了 解 行列 式 的 概念 ,掌握 行列 式 的 性 质 数学 一 二、 三 
2 会 应 用 行列 式 的 性 质 和 行列 式 按 行 ( 列 ) 展 开 定理 计算 行列 式 数学 一 、 二 .三 


2. 本 章 概 要 与 重点 导 学 

在 复习 考研 线性 代数 这 门 学 科 时 ,行列 式 是 最 先 接触 到 的 一 个 概念 . XE n E E, n 
这 个 量 就 包含 着 巨大 的 信息 , 它 可 以 帮助 我 们 判断 矩阵 是 否 可 逆 、 和 矩阵 的 行 ( 列 ) 向 量 是 否 线 
性 无 关 . 准确 理解 行列 式 的 概念 和 性 质 是 第 1 童 复习 的 重 中 之 重 . 

在 考研 中 ,行列 式 的 考查 形式 千变万化 ,但 是 归根 结 底 需 要 掌握 的 是 行列 式 的 具体 算 
法 , 即 : (1) 利 用 行列 式 各 种 性 质 计算 数值 型 行列 式 ; (2) 与 矩阵 性 质 相 结合 ,计算 抽象 型 行 
列 式 ; (3) 掌 握 行列 式 展开 定理 ,解决 余子 式 相关 问题 . 


区 阶 行列 式 基本 定义 


1. 排列 和 逆序 

排列 : 把 个 不 同 的 元 素 排 成 一 列 , 叫 做 这 个 元 素 的 (全 ) 排 列 . 

逆序 数 : 对 于 一 个 排列 pi psp3…p。 ,考虑 元 素 p; ,如 果 p, 前 面 的 元 素 中 比 p 大 的 有 个， 
W p; 这 个 元 素 的 逆序 数 是 4, 全 体 元 素 的 逆序 数 和 t= 十 十 … 十 6 即 是 这 个 排列 的 逆序 数 . 

奇 排列 和 偶 排 列 : 如 果 一 个 排列 的 逆序 数 为 奇数 , 则 称 这 个 排列 为 奇 排列 ,否则 为 偶 
排列 . 
ËP 小 试 牛 刀 

【 例 1.1】 求 排列 1423 的 逆序 数 . 

元 素 1 前 面 没有 元 素 , 逆 序数 为 0. 

元 素 4 前 面 没有 比 它 大 的 元 素 , 北 序数 为 0. 

元 素 2 前 面 有 一 个 4 比 它 大 ,逆序 数 为 1. 


魔 研 考研 数学 之 线性 代数 
元 素 3 前 面 有 一 个 4 比 它 大 ,逆序 数 为 1. 
所 以 ,1423 的 逆序 数 为 0 十 0 十 1 十 1 一 2. 

2. n 阶 行列 式 的 定义 式 
n 阶 行列 式 定义 为 


an daz Ain 
Ga Qz ° Azn 
= 一 t ... 
D=], ; .|= > C— D'a ip, ass, °°° Anp, + 


babab, 
am dn * Am 

这 里 ww tao, ,am 是 选取 的 不 同行 不 同 列 的 n 个 元 素 , 共 nw 组 ,t EE pipe p. X T HEI] 

的 道 序 数 . 从 而 可 以 推出 二 阶 和 三 阶 行列 式 的 公式 为 


an ar 6 1 
= (一 1]) aaz 十 (一 1) awa = ana — aza ° 


a2 az 
an ar as 

= ° 2 2 
an az aoa|=(— l)anaesaq,s + (— 1) 'axasasa + (— 1) aaz a 十 


a31 Q32 da 


(— l)lanasas + (— 1)laxaxnas 十 (一 1)3alsazzasl 


QilQ2z433 十 dd23d3 十 diad21d32 一 Qi G23 Gss 一 Cl2421433 一 d13d22431. 


S ANE aia 
用 n 阶 行列 式 的 定义 式 可 以 写 出 任意 阶 行列 式 的 值 ,但 是 超过 三 阶 之 后 ,公式 就 会 变 
得 极为 复杂 . 因此 ,高 阶 行列 式 化 简 就 显得 极为 关键 ,此 时 要 用 到 行列 式 的 完全 展开 式 . 


于 列 式 的 完全 展开 式 
E n 阶 行列 式 中 ,将 ai 所 在 的 行 和 列 划 去 , 剩 下 的 一 1 阶 行列 式 , 称 为 aj 的 余子 式 ， 
记 作 Mi; W Ay = (C DHM; An 叫做 or 的 代数 余子 式 . 
Ü. 92 8 
例如 ,对 于 行列 式 |4 5 6 ER 2 的 余子 式 Me 一 | 
7 89 
4 6 
7 9 


4 6 
kx ,而 它 的 


7 8 


代数 余子 式 As 一 (一 1DI+ 


行列 式 的 完全 展开 式 
定理 1.1 行列 式 的 值 等 于 行列 式 任意 一 行 ( 列 ) 的 元 素 与 它 对 应 的 代数 余子 式 的 乘积 
之 和 , 即 


= 


D, =anAn + asAa Hett anAns 一 1 2 ,ny 
A 


D, = ajA HazAz +e +a, A... j= 1,2, mn. 
定理 1.2 行列 式 某 一 行 ( 列 ) 的 元 素 与 另 一 行 ( 列 ) 的 对 应 元 素 的 代数 余子 式 乘 积 之 和 
等 于 零 , 即 


anAn TasAp +H Pa A, = 0, iZ j, 


所 第 1 章 行列 式 


或 

ayuj TjayA,; + +a,A, =0, i=j. 
Ë 小 试 牛刀 
1 3 2 
2 5 6 
0 2 4 
方法 1 按 第 1 行 展开 ,得 


【 例 1.2】 求 


2 5 


5 
1x C— D™ +2x C— D's 
2 0 2 


6 2 
十 3X( 一 切中 
4 0 


6 
4 


一 8 一 24 十 8 =— 8. 
方法 2 按 第 一 列 展开 ,得 


5 
1 x (— 1)*hP 


6 3 
+2 X = 1)*t 
4 2 


| 
=8— 16 =— 8. 
TIIR BJ ËkE Ph 
1. 行列 式 与 它 的 转 置 行列 式 相等 . 
2. 对 行列 式 某 行 ( 列 ) 可 以 做 分 解 .例如 , 若 a ,8 ,及 ,7 都 是 三 维 列 向 量 , 则 le ,8 +B... 
yl=la,B.yl+la B.Y]. 
x 魔 研 君 点 睛 
矩阵 以 及 向 量 相 加 减 , 是 将 每 一 个 分 量 各 自 相 加 减 ,而 行列 式 的 相 加 减 , 只 是 对 单行 
( 列 ) 的 运算 ,并 且 需 要 其 余 行 ( 列 ) 完 全 相同 才能 相 加 减 . 
3. 对 换行 列 式 的 两 行 ( 列 ) , 则 行列 式 变 号 . 
推论 行列 式 有 两 行 ( 列 ) 完 全 相同 , 则 行列 式 等 于 0. 
HEE A 有 两 行 相同 , 则 对 调 那 两 行 得 到 |A| 二 一 |4|, 则 |A|==0. 483. 
4. 将 行列 式 某 一 行 ( 列 ) 的 倍加 到 另 一 行 ( 列 ) ,行列 式 的 值 不 变 . 


a | a+kc ga 
c d| | < d | 
5. 行列 式 每 一 行 ( 列 ) 的 公 因子 可 以 提 到 行列 式 记号 外 面 . 
ka s. a b 
c d| |e af 
需要 注意 的 是 | 多 | 一 如 14| ,因为 
kan - kan 
an PRR Ain ani Ain 
kazn nn Pay 
ani r Ann ` anl Ann 
Raa “ kass 


2 魔 研 君 点 睛 
常数 上 与 矩阵 A 相 乘 , 得 到 的 结果 是 与 A 的 每 个 元 素 相 乘 .而 上 与 行列 式 相 乘 , 就 
是 纯粹 的 两 数 相 乘 ,这 一 点 大 家 一 定 不 能 混 消 . 
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推论 “行列 式 若 有 某 两 行 ( 列 ) 成 比例 , 则 行列 式 等 于 0. 


3 魔 研 君 点 睛 

在 计算 行列 式 的 时 候 , 要 熟练 运用 行列 式 的 性 质 将 其 化 简 , 再 用 行列 式 的 完全 展开 式 
来 计算 . 这 个 计算 功底 一 定 要 在 复习 行列 式 的 时 候 就 打 牢 , 因 为 在 后 面 的 复习 中 ,无 论 是 
矩阵 的 初等 变换 还 是 求解 线性 方程 组 ,都 需要 强大 的 计算 功底 做 支 摔 . 


小 试 牛刀 
【 例 1.3】 计算 行列 式 


3 1: 一 2 

一 5 1 3 一 4 
D= š 

2 0 1 —1 

t: = 8 3 =$ 


CID DRR as ,将 第 3 列 的 一 2 倍加 至 第 1 列 ,再 将 第 3 列 加 至 第 4 列 ,化 简 可 以 
得 到 
5 | =] 1 


11 1 3 1| 按 第 3 行 a : ; 
一 一 3 行 
D= (—D™ al 1 Tis 
0 0 1 0 展开 
一 5 一 5 0 
=5 = S 3 0 
5 1 1 
(2) 再 将 | 一 11 1 —1|6 434 1 行 加 至 第 2 行 , 得 
一 和 m 0 
按 第 3 列 6 2 
en Fm 3 1+3 P= 
D= 6 2 0 x+ (=D | 
= =5 0 
种 特殊 行列 式 
1. 上 ,下 三 角形 行列 式 及 对 角 型 行列 式 
en Qi a ar au 
G, ao azz s Arn azz 
= = — an * G22 9 °** tAm. 
Un a, Am Am Am 
2. 副 对 角 线 行列 式 
Ain Gi aiz? °° Qin Qin 
Azmi Azn Ga «ee Azi Azn 
am + Anwil Qm ani ar 


— normi 
== 152 ? Ain * Ga ° t dn 


«1g 行列 式 


2 魔 研 君 点 睛 

(1) 对 于 上 、 下 三 角形 行列 式 及 对 角 型 行列 式 , 我 们 只 能 挑 出 一 组 不 含 0 的 不 同行 不 
同 列 的 元 素 , 即 a saz: sam， 因 而 根据 nn 阶 行列 式 的 定义 式 , |A| =C D'a nazan?» 
对 于 123…n 这 个 排列 , 它 的 逆序 数 为 0, 则 |4| 王 aiazz…am- 

(2) 同样 地 ,对 副 对 角 线 行列 式 , 我 们 也 只 能 挑 出 一 组 不 含 0 的 不 同行 不 同 列 的 元 素 


am rannit ram :而 对 排列 n(n 一 1)…1 来 说 , 它 的 逆序 数 1 一 1 十 2 十 … 十 n 一 1 一 去 n(n 一 1)， 


所 以 |4| SC ID re baa on 


3. 范 德 蒙 德行 列 式 


1 1 | 
Tı T2 Tn 
2 2 
D, = | xi x z, |= TI (zi— zj) 
n2i>j21 
1 1 -] 
xi 2 39 


方法 一 : 行列 式 展开 公式 求解 
【 例 1.4] 求 下 列 行列 式 的 值 . 


A =l 0 0 l a 0 0 
0 A =ì 0 0 1 a 0 
(1) ; (2) °. 
0 0 A — 0 0 1 a 
4 3 2 4+1 a 0 0 1 


本 题 是 考研 真题 ,考查 的 是 约 简 行列 式 后 展开 计算 的 能 力 . 一 般 遇 到 这 种 题 
目 , 解 题 策略 是 将 行列 式 化 简 出 尽 可 能 多 的 0 后 再 展开 . 
(1) 将 原 式 按 第 4 列 展开 ,得 


à 一 1 0 
原 式 二 Q+1)C—1)ft e2? 十 (一 1)。( 一 1)43 |0 à 一 1 
4 3 2 
à 一 1 0 
一 和 3( 十 1) 十 |0 à 一 1 
£ pi ¿2 
sesah mje 
有 4 2 


= àt Aè 22 3A HA. 
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(2) 将 原 式 按 第 1 列 展开 ,得 


l. a o a 0 0 
原 式 一 1X|0 1 alta.: (DIl a 0 
0 0 1 Ó Qa 

一 1 一 at. 


方法 二 : 利用 行列 式 性 质 
Et .tt 


ee 2z 一 2 2z 一 1] 2z 一 2 2r 
【 例 1.5】 记 fas 
37 一 3 3zr—2 47 一 5 3z 


4x 47 一 3 5x—7 47 一 3 


3 
s , 则 f (a) = 0 的 根 的 个 数 为 


( J; 
(A) 1 个 (B) 2 个 (C€) 34 (D) 44 
这 道 题目 考 的 就 是 行列 式 的 化 简 , 需 要 利用 行列 式 的 一 系列 性 质 将 f(z) 的 表 
达 式 写 出 来 . 
=% =l -2 ž=3 
fa)= 2z—2 2—1 2z—2 2z—3 
3t—3 3—2 4z—5 3—5 
4x tz=3 -5-7 &x—3 
=p 1 0 =1 
一 Ci+C，|2z 一 2 1 0 =} 
oe 3 一 和 二 
4x =% gey 0 
z— 2 1 0 0 
C,+C, |2r—2 1 0 0 
3z 一 3 t = = 
4x =e a = 
æ=2 1 一 = 
|2r—2 il s= -i 
一 5z(z 一 1) = 0, 
则 +=0 或 1. 故 选 (B). 
0 ab 0 
【 例 1.6 aai ” ° =€ o’ 
0 cd 0 
c 0 0 d 
(A) (ad—bc)° (B) —(ad—bc)° çC ad = (D) bP e—a’ d? 


GUD < 2014 年 数学 一 的 真题 ,考查 的 是 用 分 块 矩 阵 求 行列 式 的 知识 . 


«A1 行列 式 


0 a ó O e€ 0 od c d 0 0 
a 0 0 b| == la 0 0 b| aea la b 0 0 
0 cd 0 0 cd 0 0 0 d c 
c 0 0 d 0 ab O 0 0 b a 
(cb —ad)(ad — ab) (ad — bc)" 
故 本 题 选 (B). 
2 魔 研 君 点 睛 
分 块 矩 阵 行 列 式 计算 . 
若 A, Bn TAA n 阶 ,m Br 2 £ , Wl 
e |> |= =) =b) 
0: B; 0B: Che B: 
OTA 0 A, Con A 
(2) 一 一 =€ DAIA B]; 
B 0 BC B, 0 
AB 
(3) 注意 ， č 中 ziallpi-Iallel 


【 注 】 | 拘 可 坟 党 复 厅 ,考研 由 不 会 作 要 求 ,不 兴 直 的 同学 可 翻阅 相关 文献 
自行 学 习 。 


【 例 1.7】 计算 
一 1 1-b b, 
一 1 1—b, 
此 题 考查 的 是 顺 次 相 加 化 简 计算 行列 式 的 方法 . 
先 将 第 1 行 加 至 第 2 行 ,再 将 第 2 行 加 至 第 3 行 ,…… m: 


1 b 
1 b 
0 1 b. 
—i 1—b b E fs 
原 式 一 aF = E =1 
` 1 b, 
一 1 1—b, b, 
1 
—1 1—b, 
方法 三 : 提取 公 因 子 
a b b 
y ç. b š 
【 例 1.8] 计算 ” 阶 行列 式 
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观察 发 现 ,行列 式 每 一 列 元 素 的 加 和 都 是 a 十 (n 一 1)b, 又 联系 到 行列 式 同一 行 


( 列 ) 可 以 提取 公 因 子 . 
a+(n—1)b a+(n—1)b = =- a+(n—1)b 
a b b 
_ . b a b b 
b a k siia n š A " n 
š w b = : be : 
$ b 
b b a 
b . b a 
1 
"E D J$ b 
= [a+ m —1)b] k e 
mo $ 
b b a 
1 
第 2 一 nn 列 依次 b a=b 
FEYEFE [a + n—1)5]| . 
b a— b 
= [ae 十 (一 1)0](a — b)", 
1 十 7 2 š 4 
1 2 十 7 3 4 
【 例 1.9] D= 一 
1 2 3 十 7 4 a 
1 2 3 4+n 
解析 
10 十 7 2 3 4 
10+n 2+n 3 4 
D= 
10+n 2 3+n 4 
10+n 2 3 tta 
1 2 š 4 
1 2+n 3 4 
= (10 +n) 
1 2 3+n 4 
1 2 3 4-+# 
1 0 O 
1 n 0 
= (10 +n) = (10 +n) ° >° 
1 0 n 
1 0 O # 
1 =] 1 =i 
1 = R. =i 
【 例 1. 10】 D= u = 
1 mi f =f 
ži -=t 1 =j 


# =l 1 z—1 1 —1 1 z—1 
p= w =l aF = 2 L =Y. aap =p 
=l 1 =] t =] 1 = 1 
£ =i 1 = J $. B 1 = 
1 
Sall ° z Oo Di 
1 æ 0-0 
1 00 QO 
=z. 
1 = nl n 
2 . n $ 
【 例 1.111 计算 行列 式 D, = : 


n=l a = na=3 n=2 
n 1 = m—2 n—i 
GRD (1) 将 第 2—n 行 加 至 第 1 行 , 得 


n(n+1) n(n+1) n(n+1) n(n 十 1) 


2 2 u 2 2 
2 3 s. n 1 
D,= š š š š 
#—=1l n sas n—3 n—2 
n 1 &=— Z tsi 
1 s 1 1 
2 3 n 1 
n(n + 1) : : 
2 š š 
#—] n àw &=—9 人 一 3 
n E ww a | 
(2) 将 第 nn 列 一 第 2 列 依次 减 去 前 1 列 , 得 
T 0 ss. 0 0 
2 1 1 1 一 7 
p,= n a+ 3 : * 1 一 7 1 
n 2 š š 
š 1 °. 5 
# .是 一 站 1 se. 1 


1 … 1 l-n 
_n@G+D| È 7 1—n 

2 1 É ge 
1=# 1 s. 
(3) 将 第 2—n—1 行 加 至 第 1 行 ,得 


= oee — 


CDXCr1D) 


行列 式 
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= | 
1 £ rk 1 
_ n(n—1) "1 
D.= | 
1 
I= l = e.. 1 | orpxorD 
一 】 1 
— n(n—1) =a 
2 
=y CrDxorD 
= (一 了 宇和 pm p 


nl) 


一 (一 1) z 。 2 


方法 四 : 初等 变化 化 为 三 角 行 列 式 求解 


S 魔 研 君 点 睛 
求 值 任意 一 个 数值 行列 式 , 用 初等 变换 将 其 化 为 上 、 下 三 角形 行列 式 都 是 一 个 万 能 方 
0012 3 
MA A 
法 ,这 里 以 一 个 四 阶 行列 式 TER 为 例 ,具体 操作 步骤 如 下 : 
> | 
(1) 第 1 步 , 分 别 将 2,3,4 行 减 去 特定 倍数 的 第 1 行 ,目的 是 将 2,3,4 行 第 1 列 元 素 
HR 2 3 
0 1 =2 一 6 
消 为 0, 得 到 E s: 
A 2 =s =l 


(2) 第 2 步 , 将 3,4 行 减 去 特定 倍数 的 第 2 行 , 目 的 是 将 3,4 行 的 第 2 列 元 素 消 为 0， 
0 2 
0 1 一 2 一 6 
SA a i a 
00 — 1 
(3) 第 3 步 ,用 第 4 行 减 去 特定 倍数 第 3 行 ,目的 是 将 第 4 行 第 3 列 元 素 消 为 0, 得 到 


1o 2 3 
1 E s =u z Ar m" " 
0 0 1 一 3|" 到 这 里 , 原 行列 式 就 化 为 了 一 个 上 三 角形 行列 式 , 它 的 值 为 一 2. 
0 0 0 —2 

l+a, 1 sse 1 

= 1 十 az : z 

【 例 1.12] 求 ” 阶 行列 式 i ,其 中 [[a, Z o. 

1 t NY Pas 


此 题 应 先 用 第 2—n 4 k 2 9 1 行 ,将 行列 式 中 的 1 尽 可 能 先 约 去 ,再 观察 其 


形式 . 
Ita 1 = 1 
A= e S =l Al. 
— a m 
我 们 发 现 , 此 时 行列 式 化 为 了 一 个 形 如 | 的 行列 式 , 即 除了 三 条 线 上 之 外 的 元 素 都 是 
0. 因此 ,可 以 从 第 2 列 开始 ,依次 将 各 列 的 哇 倍 加 至 第 1 列 ,从 而 将 第 1 列 的 一 消去 , 即 
Itat i % i Ta mp a SL ua 4 E jg a q 
az az as a, 
14 |= a = a 
— ai a, a, 
= ware 人 P > 1). 
i=1 îi 
【 例 1.13】 itn MERE A= (Ca ,as,… ,a,), 且 |A|==1.4 的 每 一 列 减 去 其 余 各 列 所 得 
HECE B W |B| = š 


GUD ”元 学 化 此 题 的 题 干 可 知 ,AC 二 B,C 的 功能 是 令 A 的 每 一 列 减 去 其 余 各 列 , 再 
一 个 知识 点 就 是 |AC|= 二 1B| 二 |411C|==1B1, 而 |A| 
先 写 出 C, 再 求 其 行列 式 . 


1. 从 而 |B|= 二 |1C|, 所 以 此 题 的 思路 是 


根据 初等 变换 可 知 
1 —1 … —1 
一 1 1 : 
B=A| . . Si = ÀC. 
= ... —1 i] 
这 里 用 例 1.12 的 处 理 方法 ,将 第 2—n 行 都 减 去 第 1 行 ,消去 尽 可 能 多 的 一 1, 即 
1 一 1 … —1 
一 2 2 
lels ñ ; 
一 2 2 
再 把 第 2—n 列 加 到 第 1 列 , 目 的 是 消去 第 1 列 的 一 2, 得 到 
1+C C 1)@—1) 1 ooe 1 
2 
Ic|= = 27 (2 —n). 
2 
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z 魔 研 君 点 睛 
“ 爪 型 行列 式 ” 的 计算 方法 . 
“ 爪 型 行列 式 ” 是 考研 中 经 常 考查 的 一 个 点 ,而 它 的 计算 方法 非常 一 致 ,就 是 “ 砍 掉 三 
爪 中 的 横 爪 或 坚 爪 ”, 具 体操 作 方 式 如 下 . 
wA 
egaa | m 
— 5 03 
—4 0 0 2 
这 是 一 个 典型 的 “ 爪 型 行列 式 ”, 它 可 以 从 两 个 方向 来 计算 : 
(1) 通过 初等 行 变换 消去 第 一 行 的 2,3,4, 即 “ 砍 掉 横 爪 ”; 
(2) 通过 初等 列 变 换 消去 第 一 列 的 一 2, 一 3, 一 4, 即 “ 砍 掉 坚 爪 ” 


1 2 3 4 i ara 2 3 
—2 1 0 0 0 L 0 0 
EZ R E JK >”; = = 
=$ 0 9 "0 0 o3 O 
一 OO 0 0 0 2 
16 2 3 4 
0 T 0 g 
=06; 
0 0 3 O 
0 O O 2 
F 2 3. 2 1-F4-F3F8 0 0 0 1 0 
et 107 =g 1 0 O =. TY 0 D 
“ 站 Si = =96_ 
wq = i ESE T, = 0 3: 0 = U Sat) 
OO = 0 0 2 =a 0 0 2 
方法 五 : 递 推 关 系 法 
2 2 
FS =l 9, 2 
【 例 1.14] 求 n RITI D, = š . Í: 
2 


这 是 2015 年 数学 一 的 一 道真 题 . 考查 用 递 推 关系 法 求 行列 式 . 得 出 递 推 关系 
式 的 关键 是 找到 同类 型 的 低 阶 行列 式 , 并 尽 可 能 减 小 计算 难度 . 
按 第 1 行 展开 行列 式 , 得 
D.= 2D +2 + LD Iya 
= 2D,-, + 2. 
又 知 Di 一 2, 利 用 数列 知识 ,得 
D, + 2= 2(D,-, +2) 
>D, +2 = (D, +2) + 2" 


= 2n+l ， 


We D. path p. 
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z 魔 研 君 点 睛 

数学 归纳 法 和 递 推 关系 法 其 实 是 一 回 事 . 一 般 来 说 ,数学 归纳 法 用 于 证 明 , 而 递 推 关 
系 法 用 于 计算 . 

拿 到 一 个 这 类 题目 ,大 家 心里 要 做 出 一 个 判断 ,看 它 能 不 能 写 出 递 推 关 系 , 如 果 能 , 那 
就 先 想 办 法 写 出 递 推 关 系 .而 考研 中 一 般 涉及 的 递 推 关系 无 非 两 种 : (1)D, 一 aD,_1 十 b; 
(2)D,=aD,_-,+bD,-,--c. 

正常 来 说 ,考研 线性 代数 不 会 涉及 很 复杂 的 数列 ,所 以 大 家 可 以 放心 求解 . 这 里 要 强 
调 的 是 两 类 数学 归纳 法 . 

1. 第 一 类 数学 归纳 法 . 

《1) ÆA n= 二 1( 或 n 二 0) 成 立 ; 

(2) Bit n=k RŽ; 

(3) 证 明 n=k+1 成 立 , 即 可 证 明 命 题 对 任意 nn 都 成 立 . 

2. 第 二 类 数学 归纳 法 . 

A) ÆA n=] 成 立 ; 

(2) 假设 nk 成 立 ; 

(3) 证 明 n= + 1 成 立 , 即 可 证 明 命题 对 任意 n 都 成 立 . 

一 般 来 说 ,第 一 类 递 推 关系 因为 仅 涉及 两 个 变量 , 则 用 第 一 类 数学 归纳 法 证 明 ; 而 第 
二 类 递 推 关 系 因 为 涉及 3 个 或 3 个 以 上 的 变量 , 则 需要 用 第 二 类 数学 归纳 法 证 明 . 


2a 1 
a 2a 1 
a 2a i 


【 例 1.15] A= a ， 证 明 : [Al = nt Da". 


这 里 用 数学 归纳 法 进行 证 明 . 

(1) 当 n=1 时 ,D, 二 2a, 结 论 成 立 . 

(2) 假设 对 任意 ms 时 ,有 也 ,一 (2 十 1)a". 
G) 当 n=k+1 时 ， 


a 1 
0 2a 1 
a 2a 1 


Din = 2aD, kas - - .. = 2aD, —a D... 


2 
a 2a|pa 


因为 Di 二 (十 1)at, 所 以 D, =2a(k+1)at—atkat 1 一 (R 十 2)at+l ,结论 成 立 .证 毕 . 


2 魔 研 君 点 睛 
此 题 除 了 用 数学 归纳 法 ,还 可 以 用 递 推 关系 直接 算出 . 
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c Drim aD oD 
DD 
2a 1 


a 2a 


则 Aı =D: —aD, 


M A=, 
所 以 Da —aD, =a", 
Doa- a Da = asa", 


aD, —a™ Di = a" ° n, 
累加 得 D, —a"' + 2a=a" * (n—1), 
BP D,= m+1)a". 
方法 六 : 范 德 蒙 德行 列 式 
【 例 1.16】 证 明 范 德 蒙 德行 列 式 : 
1 Ë ge- f 


Xl X2 
pala a s lie Miasas 
` " 1<j<i<n 
Fm =m oe = 
; " 1 ca 
CL C) 3š n=2 时 ,DD。 而 一 而 成 让。 
F S. 
(2) 3 n=k H, it D = [[ a 成 立 . 
1<;j<i<k 
(3) 当 n=k+1 时 ， 
j| 1 ... 1 1 š ... 六 
Ti T2 <+ 0 T2 — Tı ers wk+l 一 并 1 
° 
2 2 2 2 2 
Din = |Zl T2 aia |= | 9 Xs 一 TIT2 “AI 一 AHI ° Ti 
k Ë k 0 k. kl ... | N k—1 
Ti T2 Tk+ T2 Tı ° T2 Tk+ Ti ° Thy 
2 x ms Tka — Ti 
n | 
x 12 ° “<+ Tet1 ° Tı 
k—1 k k—1 
Tz — Tı ° T2 TkH Tı ° T 
1 1 1 
T2 T3 nt Tkn 
= (xz; — 21) (x; — x1) (Ten — Zi) ° 
k—1 kl k—1 
T2 T3 ` Tih 


O: 第 十 1 行 减 去 xi 倍 第 & 行 ,第 & 行 减 去 zi 倍 第 一 1 行 .依次 进行 下 去 ,第 2 行 减 
去 zi 倍 第 1 行 ,将 第 1 列 约 简 , 得 
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ER = (z; — zy)(asy — zy )="* (zi — t) T (z; — Bi 


2<;j<i<k+1 


©: 从 第 1 列 开始 ,依次 提取 公 因 子 zs 一 Ziyzs 一 Zi 和 … z IA — Ti F 
原 式 一 II (e; = ky 


1<j<i<k+1 
L 1 1 
" z 7 
【 例 1.17] 计算 D, = 
2 n 


n n ss n 
GUD i š X& 2 A 6) % — Bs 39 sk. £ E PR E 3 48 41 3] R 65 H <Ç A g. 
ii 1 ... 1 


a G “= S = JI ea 
. 1<j<i<n 
at ai o, am 
但 大 家 记忆 时 一 定 要 清楚 ,行列 式 的 行 与 列 是 等 价 的 , 即 14| 王 |47|, 所 以 说 
1 a = a 
n=l 
| “a i = TI (a, — aj). 
: : 1<;j<i<n 
1 & aa 
这 道 题 就 是 从 列 的 角度 来 思考 ， 
L £ 1 1: 1 1 
1 2 .. 2m- 2" 
D,=2 Ë $ ° = $ 
n n’ n” l n n” 


= n!(n—1)!=-:2!1!. 

OE 抽象 型 行列 式 计算 
z 魔 研 君 点 睛 

抽象 型 行列 式 因 其 可 以 将 线性 代数 的 各 个 知识 点 有 机 综合 起 来 ,所 以 是 考研 中 的 必 
考点 ,而 本 章 例题 立足 于 抽象 型 行列 式 计 算 , 是 复杂 运算 的 基础 ,大 家 务必 掌握 . 

一 般 来 说 ,抽象 型 行列 式 的 计算 方法 是 利用 短 阵 的 性 质 或 者 行列 式 的 性 质 对 行列 式 
进行 恒 等 变 形 ,最 后 求 出 结果 . 

[Ë] 1.18] 设 A=(@ ,wo,B),B 一 (aa ,及 ) 均 为 三 阶 窍 阵 , 若 已 知 14| 一 2.1B| 一 3， 
则 |24 一 5B|= ; 

此 类 题目 是 考研 中 的 常见 题 型 , 即 已 知 A,B 的 抽象 形式 以 及 |A|,1B| 的 值 ,要 
R |aA +B | 的 值 . 

在 做 这 类 题目 时 ,一 定 要 记得 ,|ah 十 bB| 隆 alA| 十 b1B|. 正确 解法 是 先 求 出 |ah +bB | 
的 抽象 形式 ,再 进行 计算 . 
| 2A— 5B |=| (2a,2a 28) 一 (5a,5a ,5 及 ) | 

一 | 一 3a ,一 3w ,2 有 一 5 尿 | (到 这 一 步 为 止 , 才 可 以 运用 行列 式 的 性 质 进行 运算 ) 
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|—3@,—3@,2B |—l— 3a, —3@,5$ | 
=— 3 X (— 3) X2 | axa, ,B, | 一 (一 3) X — 3) X5 | a sa; ,及 | 
=18|A|—451B| 


= 36 —135 
=— 99. 
[0] 1.19] e.e E 是 三 维 列 向 量 , 则 下 列 与 三 阶 行列 起 | 各 ,名 ,名 | 相等 的 行列 式 是 
Ç. y, 
(A) lë&,.2& +&,& —36& —& | (B) |&.& .&| 
O AE eE EHE l D) |&—&.& —&.&| 
AD 方法 1 利用 行列 式 乘法 性 质 以 及 矩阵 乘法 性 质 . 
l B 1 
对 于 (A) ,行列 式 王 | (8,&,&)|0 1 3|| = 一 |6,8,6l; 
0 0 一 1 
0 0 1 
对 于 (B) ,行列 式 王 | eee) 1 | 一 一 | 和 ,和 ,和 |; 
1 0 0 
l Qt 
对 于 (C) ,行列 式 一 asof 1 "| =2|&,&.681; 
0 1 1 
0 1 0 
对 于 (D) ,行列 式 一 aen- 0 | =]|&.&.&l. 
-=p i 
则 本 题 选 (D). 
方法 2 利用 行列 式 的 性 质 进 行 恒 等 变形 . 
(CA) -| 有 入 ,一 3 各 一 外 | 人, 一 外 | 一 一 | 和 已, 名 | 
(B) ET L ReAl; 
ey SE | 和 有 十 名 十 外 ,名 十 外 局 十 外 | 二 216 ,名 十 名, 各 十 各 | 
一 -21 和 ,二 ,和 | 二 21 和,6,1; 
De e h EEEa ehl. 
则 本 题 选 (D). 


【 例 1.20] 设 三 阶 方 阵 A,B 满足 4*B 一 4 一 B 一 E, 其 中 为 三 阶 单位 矩阵 ,车 4 一 


1 0 1 
0 2 0 
一 2 0 1 


这 是 2003 年 的 真题 ,核心 在 于 利用 矩阵 的 性 质 化 简 等 式 ,再 利用 行列 式 乘法 
性 质 求 出 结果 . 


: 则 |B|= 


KI 
] 


«1z 行列 式 


先 处 理 A’ B—A—B=E, T4} 42? 有 一 下 一 人 十 已 ,矩阵 乘法 和 加 法 (减法 ) 服 从 分 配 律 有 

(A2—E)B=A+E 分 解 得 
(A+E)(A—E)B= A +E. 
再 利用 行列 式 乘法 性 质 ,等 式 两 边 同 时 取 行 列 式 , 得 
|A+E||A—E||B|=| 4 十 五 |， 

代入 数据 ,并 两 边 约 去 |A 十 E| ,得 

0 0 1 
0 1:60 
一 2 0 0 


IB|= 1, 


— Ë 
MmIB|= 7. 
2 1 
[ 例 1.21] wama- p| E Wak EBE BEBE B W BA = B+ 2EM 
IB|= 
2 
解析 忆 知 BA 一 有 二 2 有 ,可 推出 BCA 一 E)=2E, 代 入 4= | -得 
[ 1 Í Ë | 
B 一 , 
= 1 0 2 


等 式 两 边 同 时 取 行 列 式 , 得 


得 |B|X2=4, 即 |B|=2. 


z 魔 研 君 点 睛 
例 1.20 和 例 1.21 是 考研 中 抽象 型 行列 式 求解 考查 的 典型 形式 ,一 般 它 的 题 干 条 件 
组 成 为 : (1) 一 个 或 几 个 矩阵 抽象 关系 等 式 , 如 A 十 B 二 EE 或 者 AB 十 ABC 二 D; 


12 
(2) -ranneke a| 1 者 1B1=1 


这 类 题 型 的 解 题 方 法 分 两 步 : 第 一 步 是 利用 给 阵 运算 法 则 化 简 和 矩阵 ; 第 二 步 是 两 边 同 
时 取 行列 式 来 求 得 最 终 解 . 当然 ,这 只 是 最 基础 的 形式 ,还 有 很 多 种 变 体 , 如 接 下 来 的 例 1. 22 
和 例 1.23, 但 核心 依然 是 矩阵 的 化 简 , 魔 研 君 希望 大 家 多 多 做 题 ,熟练 掌握 解 题 方 法 . 


[@J 1.22] 设 A.B 为 三 阶 和 矩阵 , 且 1A1=3,1B|==2,14-! 十 B|==2, 则 |4 十 B-!|= 

此 题 是 2010 年 数学 二 、 数 学 三 的 一 道真 题 . 题 干 给 出 几 个 行列 式 . 要 求 |A 十 
B |. 我 们 注意 到 AHB 与 4 十 B ! 好 像 有 些 类 似 , 能 否 想 办 法 将 它们 联系 起 来 呢 ? 

因为 (4 十 B71)B 一 AB 十 E.,A(A '! 十 B) 一 AB 十 E, 则 (A 十 B 1)B 一 A(A ! 十 B), 两 边 同 
时 取 行列 式 , 得 |4 十 B-'||B| 二 |A1|A 7! 十 B|, 则 |A 十 B-!|X2==3X2, 即 |4 十 B71!|=3. 

[B] 1.23] 设 @i ,a: ,as 均 为 三 维 列 向 量 , 记 和 矩阵 A= (a, ,az ,as ) , B= (ae, +a, 十 as ,al + 
2ow 十 4as,a 十 3w 十 9as), 如 果 |4| 王 1 那么 | 了 | 一 


a7 
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GUD ”由 题 干 我 们 试图 把 召 和 A 建立 联系 ,可 以 看 到 加 是 可 以 通过 4 右 乘 一 个 和 矩阵 


得 到 的 , 即 
es 
=i 2 :| 
1 4 9 


则 两 边 同时 取 行 列 式 ,得 


T š 1 
IB|=|A] |1 2 3|( 此 为 范 德 蒙 德行 列 式 ) 
1 4 9 
(3 一 2)(3 一 1)(2 一 1) = 2. 
余子 式 相关 问题 


z 魔 研 君 点 睛 

考研 中 有 时 会 给 出 一 个 矩阵 , 求 这 个 矩阵 某 一 行 或 者 某 一 列 的 代数 余子 式 之 和 ,下 面 
举 一 个 简单 的 三 阶 和 矩阵 的 例子 来 介绍 一 般 的 解 题 方 法 , 即 通过 修改 矩阵 后 求 其 行列 式 来 
解决 代数 余子 式 的 加 和 问题 . 
DES 
O 1 O 
ooi 

处 理 这 个 问题 最 策 的 方法 当然 是 根据 代数 余子 式 的 定义 一 个 个 写 出 Au ,Al 和 Als， 
这 样 做 当然 行 得 通 , 但 我 们 往往 不 这 么 处 理 , 联 系 行列 式 展 开 公式 D, San Aa Har Ar H+ 
amnAim(i 一 1,2,…,72) ,是 不 是 可 以 将 矩阵 的 第 一 行 元 素 全 都 替换 为 1 呢 ? 从 而 得 到 Au 十 
I T D 
o ro 
O 0 I 

当然 实际 情况 可 能 会 遇 到 求 Ai 一 Ai 十 5Ais 的 问题 ,方法 是 一 样 的 ,将 第 一 行 3 个 元 
素 分 别 替 换 为 1, 一 1,5 即 可 . 

魔 研 君 提醒 大 家 注意 : 余子 式 与 代数 余子 式 是 不 同 的 ,Ai 二 (一 1)'TiM; , 千 万 不 能 
WRA. 


比如 已 知 三 阶 和 矩阵 , 求 An 十 Al 十 Ais 的 值 . 


A =l. 


b 
c b 

[0] 1.24] 设 4 阶 行列 式 D, — i , , 则 As 十 As 十 As 十 Au 一 
b 


a 

观察 发 现 Als,Azs,Ass,Ais 是 第 3 列 元 素 的 代数 余子 式 , 则 用 系数 蔡 换 第 3 列 

d 
a 


c 
As +A; 十 As +A, = d 


a 


C Q Q ÜQ 
= =e e e 


由 第 2,3 两 列 元 素 对 应 成 比例 , 则 Ais 十 Azs 十 Ass 十 Ass 0. 
| tup W 
[Ë] 1.25] 已 知行 列 式 14| 一 | 。 I , 求 141 中 所 有 元 素 的 代数 余子 式 之 和 . 
0 O QO 3 
A 即 是 所 有 代数 余子 式 所 组 成 的 方 阵 . 
方法 1 FRS BEER ARP. 
因为 |A| 二 1, 所 以 A 可逆, 则 A* 二 |A|A-! 二 A-!, 即 A 6048 88 35 BE E TA 的 着 矩阵 ,我 
1 一 0 0 
们 只 要 通过 初等 变换 法 求 出 人 ET REAA 一 | p p. , 则 STA; = 1. 
0 0 0 1 
方法 2 魔 研 君 说 过 ,一 般 代 教 余子 式 的 加 和 问题 可 以 转化 为 修改 矩阵 后 求 其 行列 式 ， 
但 这 里 并 不 是 求 某 一 行 元 素 的 代数 余子 式 加 和 ,而 是 求 所 有 元 素 的 代数 余子 式 之 和 ,， 那 就 分 
4 次 计算 。 
An +A +A; +A, =| A|= 1, 
1 


1 
1 
Azn + Ax 十 As 十 Ax 1 
0 


@ 已 = = 


1 
0 
0 


同样 地 ,As 十 As 十 As 十 Ax 一 Au 十 Aas 十 As 十 Au 一 0, 则 2)A = 1. 


【 例 1.26] 已 知 三 阶 方 阵 4=(o ),aa 王 一 1, 且 对 任意 1<;.;<<3 都 有 代数 余子 式 
Ajj =d;j „WIA = 


An Azn Azı 
解析 A= Ar Ax Az 一 (Ai)T, 要 注意 Ai 的 下 标 排 布 与 a; 是 相同 的 , 根 
Ar Az As 


据 条 件 Ai =a; ,可 以 得 出 A* 二 AT. 

因为 aj =A; ,所 以 A* =A". 

两 边 同 时 取 行列 式 , 得 

14* |=| A|, 

则 141? 一 |4| ,得 |14|1(141 一 1) 一 0, 即 得 到 |4| 一 0 或 14| 一 1. 

这 里 注意 , 题 干 中 还 有 一 个 条 件 没 有 用 到 : aa 一 一 1. 

又 联想 到 行列 式 的 完全 展开 式 ,可 得 

| A |= anAun jar Ar +asAs = an 十 ai 十 aq l+ab 十 ai 之 1， 


则 |A|=1. 
z 魔 研 君 点 睛 


在 线性 代数 中 ,余子 式 一 般 与 两 个 概念 有 直接 联系 : 行列 式 的 完全 展开 式 和 伴随 逢 
阵 , 伴 随和 抵 阵 会 在 第 2 章 中 作 详 细 的 介绍 . 所 以 同学 们 遇 到 余子 式 的 题目 ,就 向 这 两 个 方 
向 去 靠 , 例 1. 26 就 是 一 个 很 好 的 实例 . 同样 地 , 例 1. 27 也 体现 了 这 种 思想 . 
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【 例 1.27】 设 A=(ai) 是 三 阶 非 零 矩阵 ,1A| 为 A 的 行列 式 ,Ai 为 ai 的 代数 余子 式 . 
车 a 十 Ai 二 0(i,j 二 1,2,3), 则 |A|= 

GUD 因为 a 十 A; 二 0, 所 以 ai A;j, 即 AT (A*)T, 则 一 AT7 二 A* , 即 一 |A| 
|A*|=|A|2. 

由 14| 十 |41 王 0, 得 141(141 十 1) 王 0, 即 14| 王 0 或 141 1. AA AAEREN 
必 有 元 素 不 为 0, 假设 它 在 第 1 行 , 则 按 第 1 行 展开 ,得 |A| 二 an An 十 at As 十 ai Al 一 
一 (ai Haf; +a% ) <0, A lAl =—1. 


1 O2 g 
2 0b 0 
1. 求 行列 
求 行列 式 a 
d 0 0 0 
a b c 1 
b c a 1 


2. 求 行列 式 | c a b alb 


2 2 2 1 
4 3 2 1 
. 0 0 1 2 
3. 求 行列 式 
@ Y @ 3 
1 0 0 4 
àa ami 
> + a 
4. 计算 行列 式 D, = š 
a—1 
1 a 
cosa i 
1 2cosa ``. 
5. 证 明 D, = CRR z i = cosna. 
1 2cosa 


6. Efla œ aß .7 都 是 四 维 列 向 量 , 且 |a aah | =a. |B +Y aaa | =b. 


|27 ,ai ,az ,as | = 


«1a 行列 式 


7. 已 知 A4=(@ ,7 ,7 7).B 一 (8.7 .7 .7),a.8.7 .7 y, 都 是 四 维 列 向 量 . | A | = 
3,1B|==2, 则 |4 十 B|= ç 


8. 已 知 五 阶 行列 式 卫 一 一 27, 求 Au 十 As 十 As 和 Au 十 As, 其 中 An 


eeN 
@ — MY 
= — rc c 
m tS enm = 
onama 


是 元 素 ay 的 代数 余子 式 . 
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自 测 题解 题 参考 
0 2 a 
1. 原 式 =dX( 一 DI0 b 0 
c 4 5 
==d =< ee 
b 0 
=abcd. 
2. 利用 行列 式 分 解 . 
a Ë “< 1 a b c 1 
Ë € a 1 b < a 1 
原 式 =|c< a b 1| 二 |c a b 1|=0+0=0. 
Š < -&, 1 é a Ë J 
2 2 2 2 2 2 2 2 
3. PASÉ CR t rik. 
4 3 2 1+2X(—2) +3X —3) +4 X (— 4) 4 3 
原 式 二 0 1 0 Z 0 0 
0 1 O 0 0 1 
1 0 O 0 1 Q 
=—28x (— DY =— 28. 
4. 按 第 1 行 展开 , 则 
D, 一 aD,- — (a — 1)D,_,, 
D, —D; = QDD i — (a— DD,- 
= (a — 1)(D,„-ı — D,-_,) 
2 — D,_,), 


= (a — 1) (D, 


= (a — 1)" 2° (D: — D, ). 


a a—l 
又 D, = eat, 
1 a 
D: =ü; 
则 D, — D, = a° —2a +1 = (a 
得 也 ,一 D, = (a — 1)", 
则 D= Dat a= 


Dn- + (a —1)"™ + (a 


D 


所 第 1 章 行列 式 
二 Di 二 (a 一 1)? 十 … 十 (a 一 1)" 
二 a+ (a 一 1)? 十 … 十 (a 一 1)". 
w 2 一 n+l 
Was D HaHa EED q a= D, =2+n—1=n+ 
atl, a=2, 
1,M D =} (a—1)2—(a— "ti 
, a2. 
2—a 
5. 用 数学 归纳 法 . 


(1) 34 n=1 时 ,Di 一 cosa, 成 立 . 
(2) 假设 n<k Ht, D, = cosna. 
(3) 4 n=k+1 时 ， 


Cosa 1 
1 2cosa 
Din = 
1 
1 2cosa 
cosa I 
1 2cosa 1 
FR k + 147 . . 
MF 2cosa ° D, + (— tit x a 
1 2cosa 1 
1 1 
= 2cosaD, — D,-, 


= 2cosacoska — cos(k — 1)a 

= 2cosacoska — cosacoska — sinka sina 
cosacoska — sinasinka 

cos(a ka) = cos(k + 1)a, 
结论 也 成 立 . 证 毕 . 


6. |27 ,aa ,as| 一 217 -a -a sa, | =2(|B +Y ,aa sa, |— |B ,a +a; +a, |). 


X la, a, ,0B|=a, 则 |B ,a ,a ‚a; | = —a,|B +Y ,as aa | =b= |B +Y aa, ,a,| = 


—b; 则 |27 ,ai ,az ,as | =2(a—b). 


7. |A+B| =la +B ,2 y, ,27 .2 y, |=8|a +B ,7 ,771 
=8la ,7 ,7 ,7;|+81B .7 ,7 ,7; | 
一 8X3 十 8X2 
一 40. 
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E 4:25 
° % @& k 3 
ratr 
5 也 一 3|3 1 2 4 5|=27 
Ü L 3 3: d 
4 3 T 5 o 
按 第 4 行 展开 ,得 


An 十 Au 十 As 十 Au +A, == 9, 
又 Au 十 As 十 As 十 2(Au 十 As) 王 27, 则 Au 十 As 十 As 一 一 9,A HAs =18. 


@ OQ u 


序号 考试 内 容 与 要 求 适用 科目 
i PEEKE B: HIE , Y W 0 (9 AE E 3 ht Hi k Aeh f Hi E = ffl i g: AH Pk Hi 数学 一 .一 .三 


阵 和 反对 称 和 矩阵 以 及 它们 的 性 质 

掌握 矩阵 的 线性 运算 、 乘 法 、 转 置 以 及 它们 的 运算 规律 ,了 解 方 阵 的 寡 与 
方 阵 乘 积 的 行列 式 的 性 质 

理解 逆 矩 阵 的 概念 ,掌握 逆 和 矩阵 的 性 质 以 及 卸 阵 可 逆 的 充分 必要 条 件 ， 
理解 伴随 矩阵 的 概念 ,会 用 伴随 矩阵 求 逆 矩 阵 

理解 矩阵 初等 变换 的 概念 ,了 解 初等 矩阵 的 性 质 和 和 矩阵 等 价 的 概念 , 理 
解 矩 阵 的 秩 的 概念 ,掌握 用 初等 变换 求 矩 阵 的 秩 和 逆 和 矩阵 的 方法 

5 了 解 分 块 矩阵 及 其 运算 数学 一 二 :三 


~ 
a 
性 
l 
"I 


2. 本 党 概要 与 重点 导 学 

矩阵 是 线性 代数 的 基石 ,可 以 说 线性 代数 就 是 一 门 研究 矩阵 的 各 种 性 质 并 用 它们 来 解 
决 各 种 实际 问题 的 学 科 . 谈 到 性 质 ,首先 需要 知道 矩阵 是 什么 , 它 其 实 就 是 一 个 数 表 , 来 源 于 
方程 组 的 系数 . 有 了 这 么 一 个 数 表 , 我 们 当然 想 知道 它 怎 么 用 来 计算 ,包括 矩阵 的 加 法 ,减法 
和 乘法 . 以 上 都 是 对 于 一 般 矩 阵 而 言 的 ,对 于 特殊 的 n 阶 矩 阵 , 还 需要 掌握 它 的 可 逆 性 ,这 里 
面 又 涉及 伴随 矩阵 和 初等 变换 . 而 矩阵 的 秩 , 在 本 童 里 是 通过 余子 式 的 方式 定义 的 ,但 需要 
大 家 注意 的 是 ,在 后 面 的 向 量 章节 中 , 它 还 有 另外 的 定义 方式 ,所 以 大 家 一 定 要 以 一 个 整体 
的 方式 来 看 待 线性 代数 这 门 学 科 , 才 能 更 加 融会 贯通 . 


Tis R> = 
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称 为 mX n 矩阵 , 记 作 (as mxn- 
若 有 两 个 矩阵 4, 了 ,它们 的 行 数 和 列 数 都 相同 ,那么 称 它们 为 同型 矩阵 . 
几 种 特殊 类 型 的 矩阵 : 
(1) `4 m=n 时 ,A H n WERE: 
(2) 所 有 元 素 都 是 0 的 矩阵 称 为 零 矩 阵 , 记 作 0; 
(3) 主 对 角 线 元 素 全 为 1 ,其 余 元 素 都 是 0 的 矩阵 称 为 单位 矩阵 , 记 作 E. 


e o 
1. E RET 4 WL 
定义 ”把 矩阵 A 的 行 换 成 同 序数 的 列 得 到 一 个 新 的 矩阵 ,叫做 4 的 转 置 窍 阵 , 记 作 AT. 


an aa ° qaa 


AT a az Anz 
a, ao Ann 
1 4 
例如 ,年 阵 4 一 | ， š s Jwemamay ar = j | 
3 6 
矩阵 转 置 的 运算 满足 如 下 规则 , 
(1) (47)T 一 4 
(2) (A+B)"=AT +B"; 
(3) (#A)T=kAT; 
(4) (4B)7 一 BT4T. 
2. 矩阵 的 线性 运算 
(1) 矩阵 加 法 
HAWA m> n B BE: A= aj) H B= (b; ) ,那么 矩阵 A 和 B 的 和 记 作 A 十 B, 规 定 为 
an +bn az 十 0 … axr +b, 
an +b an +b * ay, +b,;, 
A+B= : Ë . ç 
watia catir = Q. FB 
z 魔 研 君 点 睛 
只 有 两 个 矩阵 是 同型 矩阵 时 , 才 可 以 进行 加 法 运算 . 
(2) 数 与 矩阵 相 乘 
数 & 与 矩阵 4 的 乘积 记 作 kA ,规定 为 
kan … kam 
kA=]| : : | 
kamı … Rn 


矩阵 的 线性 运算 满足 如 下 规则 : 


Q 4 十 B 一 B 十 4; 
© (A+B)+C=A+(B+O); 
© k(A+B)=kA +&kB. 


3. WIERE 
EX RAS=(laj)E— S mXs 矩阵 ,了 B=(05 ) 是 一 个 sXn 和 矩阵 ,那么 规定 矩阵 4 E 
阵 B 的 乘积 是 一 个 m Xn 和 矩阵 C==(ci), 其 中 
Cj = anb; + asb 十 … 十 anby = X aaby (i = 1,2, ,m3;j = 1,2,* sn), 
k=1 
记 作 


I 
š 


矩阵 乘法 满足 如 下 规则 : 

(1) (AB)C=A(BC); 

(2) (A+ B)C=AC+BC,A(B+C)=AB+AC; 

(3) k(AB)=(kA)B=A(kB) (其 中 人 为 任意 常数 ). 

矩阵 乘法 并 没有 交换 律 , 即 AB 不 一 定 等 于 BA. 

对 于 两 个 阶 方 阵 A,B, 若 AB 二 BA, 则 称 方 阵 A 与 B 是 可 交换 的 . 


< 魔 研 君 点 睛 

+ 4B 一 C, 和 矩阵 的 乘法 遵循 “ 左 行 右 列 ” 四 个 字 , 它 有 两 个 含义 : (1) 计 算 规则 是 左边 
矩阵 4 的 行 乘 以 右边 矩阵 如 的 列 的 加 和 ; (2) 得 到 的 矩阵 C 的 行 等 于 左边 矩阵 4 的 行 ， 
矩阵 C 的 列 等 于 右边 矩阵 如 的 列 . 

关于 敌阵 乘法 不 能 交换 ,可 理解 为 矩阵 对 应 着 一 个 线性 变换 ,而 4B 和 BA 对 应 着 两 
种 相反 的 变换 顺序 . 可 以 形象 地 理解 为 凌 和 袜子 的 关系 : 先 套 袜子 再 穿 半 和 先 穿 鞋 再 套 
袜子 得 到 的 是 两 种 完全 不 同 的 结果 . 


= 


要 
XF 阶 和 矩阵 A ,如 果 有 一 个 WERE B ,使 得 
AB = BA = E. 
则 称 矩 阵 A En] h JEEE E: B 称 为 A 的 逆 矩 阵 . 
z 魔 研 君 点 睛 
理解 逆 和 矩阵 的 概念 需要 注意 以 下 几 点 : 
A) 只 有 nn 阶 方 阵 才 能 谈 可 北 . 
l (h G) 7 i Q 
比如 上 i | 0 1|=(, -于 然 它们 相 和 也 得 到 E. 48 + fé #k £ 2 65 85 4 E 
0 


阵 互 为 逆 和 矩阵 . 
(2) 若 4, 有 8 互 为 逆 和 矩阵 , 且 AB 一 E, 则 必 有 BASE. 
(3) 如 果 一 个 矩阵 存在 逆 和 矩阵 , 那 它 的 逆 撼 阵 是 唯一 的 . 


魔 研 考研 数学 之 线性 代数 


2. 矩阵 可 逆 的 充 要 条 件 
n 阶 和 矩阵 A nj: 
S| A|#0 
SA 的 每 个 特征 值 都 不 为 0 
SA 的 列 ( 行 ) 向 量 线性 无 关 
ƏrlA) = n. 
MEHRA: 
若 和 矩阵 A,B n] 3% , JJ 
(1) (A7 =A; 
(2) aad =la, 
(3) (AB) =B A~; 
(4) (4T7)-!: 一 (4-1)7. 


dË 小 试 牛刀 
[B 2.1] iZ A.B H n WER ,.A’ —2AB=E. 1] (4B 一 BA 十 24) 


ED mx 


所 以 4A(4A 一 2 有 ) = E. i) 


A’ — 2AB = E, (09) 


(A—2B)A=E => 42 一 2B4 = E. © 
@ 一 @ ,得 到 
AB = BA, 
则 AB—BA+2A=2A. X A(A—2B)=E, 8) A *[ ië , ñ) r(2A)=r(A)=n,# r(AB—BA+ 
2A)=n. 


3. 伴随 矩阵 
定义 设 A=(ai),xn, 设 Aj 是 ai; 对 应 的 代数 余子 式 , 车 记 
An A ... An 
Ar An … A, 
A' = (Apia = |, x :| 
Aw Ax = A, 
WPK A” 为 A BEBERE, EA A*A=AA'=|A|E. 
伴随 矩阵 相关 公式 : 
DA=: 
(2) A* =|AlA™; 
ç3y |&* TIA 3; 


(4) (A*)*=|A|" A; 
(5) (kA)* =F 'A ; 
(6) CAB)" =B" A"; 


(7) (477 一 (47) 3 


BI CA I t= (Aa rye = 
lAl 


2 魔 研 君 点 睛 
考研 中 伴随 矩阵 相关 题目 需要 牢记 三 点 : 
(1) 伴随 和 托 阵 的 定义 ,一 定 注 意 下 标 与 它 相 对 应 竹 阵 的 下 标 是 转 置 的 关系 . 
(2) AA* 二 AA 二 |A|E. 上 面 所 提 到 的 公式 (1) 一 (5) ,都 可 以 用 这 个 公式 推出 . 
[@J] kæla | 三 14 一:. 
【证 明 】 5> A A= |A|E,#f A |A* ||A|=|lAIE|= Al". 
#|Al#0, 0 |A* |= |A P. 
车 |4|=0, 即 4 不 满 秩 , 则 由 伴随 和 矩阵 秩 的 关系 可 知 4 "也 不 满 秩 , 则 |4* | 二 0, 同 样 
满足 |A* |= A|" 1. 383. 
(3) r(4) 与 r(4*) 的 关系 : 
n, r(A) = n, 
zü Iya S= 
D TANS an= 
考题 一 般 会 用 到 上 面 的 一 个 或 多 个 知识 点 . 
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1. 三 种 初等 变换 及 其 逆 变 换 


序号 初等 变换 逆 变换 

1 对 换 i,j 两 行 ( 列 ) 对 换 i,j 两 行 ( 列 》 

2 | URARI ORAR i FOD MERAN ; 行 ( 列 ) 

3 将 第 i 行 ( 列 ) 的 倍加 到 第 j 行 ( 列 ) 将 第 i 行 ( 列 ) 的 一 k 倍加 到 第 j 行 ( 列 ) 
三 种 初等 变换 的 符号 表示 : 


(1) 对 调 ij WITAM r:r; 
(2) A k RIR i 行 , 记 作 kri; 
(3) 将 第 i 行 的 & 倍加 至 第 j ITE rj Hkr. 
同 理 可 定义 初等 列 变换 的 符号 (将 7 pk c). 
2. 等 价 和 矩阵 
定义 ”如 果 和 矩阵 4 经 过 有 限 次 初等 变换 得 到 B ,就 称 和 矩阵 4 与 B 等 价 , 记 作 4 一 B. 
矩阵 等 价 性 质 : 
(1) 反 身 性 : A—A; 
(2) 对 称 性 : 若 4 一 下, 则 B—A; 
(3) 传递 性 : 若 A—B.B—C.JIJ A—C. 
推论 WREE A 经 过 有 限 次 初等 变换 可 以 得 到 单位 矩阵 E, 则 A 为 可 逆 和 矩阵 . 
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【应 用 】 初等 行 变换 求 逆 . 


对 一 个 可 道 矩阵 4A, 构造 一 个 nx 2n 的 矩阵 (4 ; E) ,对 其 进行 初等 行 变换 , 当 左 部 矩阵 
变 为 单位 矩阵 EE 时 , 右 部 矩阵 E 则 变 成 4 , 即 


初等 行 变换 L 
(A | E) > = —(E i A`). 


A 小 试 牛刀 
Ü. 2 3 
[B 2.2] 设 A=|2 2 1|, 求 A7! 
e S 
£ 2 313 6 0 六 
2—2r 
解析 Qimp=|2 2 10 1 o |o 2 —5:—2 1 0 
r or 
3 Q SLO 0 l 0 —2 —6i—3 0 1 
1 0 —:—1 10 
ntr: 
>|0 一 2 —5i—2 10 
r r 
0 0 —i—1 —1 1 


1 3 2 
lo 1 o -2 -8 5 
-r 2 PA 
0 0 1 1 1 1 
š g =} 
-+a=|—3 —, 5 
MJ A 2 3 2 | 
š g: == | 
3. 初等 矩阵 


定义 ”对 单位 矩阵 已 进行 一 次 初等 变换 后 得 到 的 矩阵 称 为 初等 矩阵 . 
初等 矩阵 有 下 列 三 种 ， Ey, Ew» Eijw， 分 别 对 应 着 第 一 、 二 、 三 类 初等 变换 ,如 


oi oA ó ON /Y o o 
1 0 oj jo 3 0|,|2 1 0| 都 是 初等 矩阵 . 
ð vO iJ o-o 1J o i 


定理 设 A 是 一 个 mXn 和 矩阵 ,对 A 进行 一 次 初等 行 变换 等 于 在 A 的 左边 乘 以 一 个 相应 
的 m 阶 初等 矩阵 ; 对 4 进行 一 次 初等 列 变换 等 于 在 A 的 右边 乘 以 一 个 相应 的 n 阶 初等 矩阵 . 
RAI 
1 0 
2 3 
0 1 
(1) 对 调 4 的 第 1,2 两 行 ; 
(2) DÆI A 的 第 1,2 两 行 ,@ 再 将 其 第 3 行 乘 以 2; 


【 例 2.3] 设 A= ,分 别 写 出 下 列 变换 的 表达 式 和 结果 . 


(3) @ 先 将 4 的 第 1 4709 3 倍加 至 第 3 行 ,@ 再 将 第 2,3 两 行 对 调 . 


0 1 0 0 2.3 
tap €) |1 0 0|12 3|=|1 O|; 
0 © TO 4 0 1 
L o oy 0 人 1 
Ó 1 
(2) f ig l 3 ( J- 2 |; 
1 0 
o 0 4 2 0 
下 1 
(3) |0 o 1|llo 1 oj|2 3||=|0 
o t OJS 0 o. d 0 


4. 行 阶梯 形 和 矩阵 和 行 最 简 形 矩阵 


行 阶梯 形 矩 阵 : 若非 零 矩 阵 4 满足 (1) 非 零 行 在 零 行 的 上 面 ; (2) 非 零 行 的 首 非 零 元 所 
在 列 在 上 一 行 ( 如 果 存 在 的 话 ) 的 首 非 零 元 所 在 列 的 后 面 , 则 称 此 矩阵 为 行 阶梯 形 矩 阵 . 

行 最 简 形 和 矩阵 : 如 果 A 是 行 阶 梯形 矩阵 ,并 且 还 满足 (1) 非 零 行 的 首 非 零 元 为 1; (2) 首 
非 零 元 所 在 的 列 的 其 他 元 均 为 0, 则 称 4 为 行 最 简 形 矩阵 . 


对 于 任何 非 零 矩 阵 ,总 可 经 过 有 限 次 初等 行 变 挨 把 它 变 为 行 阶梯 形 和 矩阵 和 行 最 简 形 


S 魔 研 君 点 睛 
AE FE. 
Ë 小 试 牛刀 
【 例 2.4] 
2 —1 一 1 
1 1 —2 
B= 
4 —6 2 
3 6 —9 
ç q =š: JW E. o Ni 
2 3 
gm s| 1 
s2: 12 一 3 1 一 1 2|"-n|0 
3 6 — 79 0 
mfl b sp q 4 i 1 
2/2 be 
ra +5ry 0 1 —1 1 nern 0 ;1 
n=O 0 0 2 一 6|--2:|0 0 
0 0 0 下 —8 0 0 
1o =i w 4 
o 让 1. —i Ó 3 
š. = Los aaa =B,. 
anjo o oil 一 3 
00 00 0 


B, 23 4T Br 56 3 3E £ , B, 为 行 最 简 形 矩 阵 . 


试用 初等 行 变 换 将 矩阵 B 化 为 行 阶梯 形 年 阵 和 行 最 简 形 矩阵 ,其 中 


2 


5. = = 
3 —3 4 一 3 
— l 4 
= 一- 0 
=B,, 
0:1 —3 
0 0 一 0 
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阵 的 秩 

定义 在 mXn 和 矩阵 A 中 , 任 取 k& 行 与 & 列 (& 小 于 等 于 m,n), 取 位 于 这 些 行列 交叉 处 
的 ° 个 元 素 , 不 改变 它们 在 A 中 所 处 的 位 置 次 序 而 得 到 的 & 阶 行列 式 , 称 为 矩阵 4 的 & 阶 
FR. 

矩阵 的 秩 相关 公式 ， 

(1) 0<r(A,,x,)Smin[(m.n); 

(2) r((AT)=r(A)=r(AAT1)=r(#A)(#Z0); 

(3) # BE P,O nf. -(PAQ)=r(A); 

(4) max(r(A),r(B))<r(A,B)<r(A)+r(B); 

(5) r(A+B)<r(A)+r(B); 

(6) r(AB)Smin{r(A),r(B)}; 

(7) 若 4。x,B,x 一 0, 则 (4) 十 r( 了 ) 魏 2. 


加 小 试 牛刀 
i 2 9 # 
【 例 2.5] 试 写 出 矩阵 |5 6 7 8| 的 两 个 二 阶 子 式 . 
9 10 11 12 
t-j 
Pea a 
解析 (1) 5--—- [6] R] 8 k | 
9 lo 11 12 
1284 
ml 
|5 6 7 B|— . 
9 12 
89-16-11-21 


定义 ” 设 在 矩阵 4 中 有 一 个 不 等 于 0 的 x 阶 子 式 D, 且 所 有 7 十 1 阶 子 式 ( 如 果 存 在 的 
话 ) 全 等 于 0, 那 么 DD FO EE: A 的 最 高 阶 非 零 子 式 , 数 x 称 为 矩阵 A 的 秩 , 记 作 ~(4) ,并 规 
定 零 矩阵 的 秩 等 于 0. 


Bp 小 试 牛刀 
£ g g 4 
【 例 2.6] 求 矩 阵 4=|5 6 7 8168. 
9 10 11 12 


(1) 先 看 一 阶 子 式 ,必然 存在 一 阶 子 式 不 为 0, 如 |6|. 
(2) 再 考虑 二 份子 区, 寺 取 | 1 -810 一 一 4 0. 所 以 也 存在 二 阶 于 区 不 为 0. 
(3) 4 一 共有 4 个 三 阶 子 式 : 


I e 3 1 2 4 f p 4 2 3 4 
5 6 ` 5 7 8 5 7 ` 6 7 8 
9 10 11 9 11 12 9 11 12 10 11 12 


4 第 2 章 PH 
它们 都 等 于 0, 所 以 r(4A) 一 2. 


2 Bš up El AR 

例题 的 方法 虽然 很 “ 策 重 ”, 但 是 紧 扣 定义 ,请 大 家 务必 掌握 . 那么 ,是 不 是 仅 有 这 一 种 
方法 呢 ? 当然 不 是 ! 我 们 知道 ,初等 行 变换 可 以 将 答 阵 化 为 行 最 简 形 式 , 同 时 某 行 ( 列 ) 所 
有 元 素 都 为 0 的 行列 式 为 0. 想到 这 里 ,脑海 中 是 不 是 有 了 一 个 模糊 的 想法 ,就 是 我 们 可 
以 把 矩阵 A 的 行 最 简 形 矩阵 BB 与 秩 联系 起 来 ? 如 何 把 A 与 r 联系 起 来 呢 ? 这 就 需要 
知道 A 与 B 之 间 的 联系 . 


定理 若 A 与 B 等 价 , 则 (4)=r(B). 
初等 变换 不 会 改变 矩阵 的 秩 ! 也 就 是 说 , 它 提供 了 一 种 新 的 求 和 矩阵 4 的 秩 的 方法 : (1) 先 
将 矩阵 A 用 初等 行 变换 变 成 行 阶梯 形 矩 阵 B; (2)B 的 非 零 行 的 行 数 即 是 矩阵 B 和 4 的 秩 . 


í e m. 4 
【 例 2.7] 求 矩 阵 4=|5 6 7 8| 的 秩 . 
9 340 31 1 
1 2 34 1 2? 3 4 T -gi 
aTr 3—2r: -f 
解析 E &| 5 a a a |> r a y L| >Ú 
[eke 1 一 4 
9 10 11 12 8 8838 0 ó 0 Ó 


1 2 3 4 
f 一 1 一 2 —3|=B. 
0 0 0 O 

因为 如 的 非 零 行 的 行 数 为 2, 所 以 r(B) 一 r(4) 一 2. 


A ad 
RoE 


# A; 和 Bi 是 同型 矩阵 , 则 


An Bu … A Bi 
A+B= : 。 


Am + Bn w An Tia 

A B\(X Y) (AX+BM AY+BN 
E all i g asss paea 

ST ERE PAE KS FE A KE U -5 — R F E E — FË o ,都 是 “ 左 行 右 列 相 乘 求 和 ”, 但 是 前 提 是 必须 
满足 每 个 涉及 的 子 矩 阵 之 间 可 以 相 乘 ,比如 上 面 公 式 右边 第 一 项 的 4 Ej X .B Ej M. 

A BY /AT cr 
š p a) “| >]. 
4. Æ A.B IIE m Bon KA E. 


al = >) 
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G J =) le s) 


A 0 A € 4 O 
z = 1411B1, 
0 B O B CB 
O B O B C B 
CDA IAI BI. 
4 0 A © A O 


2 魔 研 君 点 睛 

给 阵 运 算 需 要 熟练 掌握 矩阵 运算 法 则 、 北 给 阵 以 及 伴随 矩阵 的 常用 公式 . 

(1) G PEZEN, BREER ADE, AB 不 一 定 等 于 BA ,运算 
中 切 勿 像 一 般 数值 计算 那样 随意 改变 矩阵 符号 位 置 . 

(2) 逆 算 阵 与 伴随 矩阵 的 公式 需要 熟 记 , 魔 研 君 建议 大 家 要 会 推导 . 

(3) 遇 到 计算 量 大 的 题目 不 要 怕 , 如 2015 年 数学 二 的 一 道真 题 ,方法 很 基本 ,但 是 计 
算 量 大 ,很 多 同学 算 到 一 半 算 不 下 去 了 ,非常 可 惜 .所 以 大 家 平时 就 要 多 “折磨 ”自己 ,做 点 


难 算 的 题 . 

0 1 1 
10 1 
1-1-0 


10 0 
1 1 0 
| 4 
AXB+BXA +E. 其 中 EE 是 三 阶 单位 矩阵 , 求 X. 

此 题 需要 先 化 简 题 干 中 的 等 式 ,再 将 数据 代入 进行 计算 . 

因为 AXA 十 BXB 二 AXB 十 BXA 十 ,所 以 AX(A— B) =BX(A—B)+ EE. ñ #t 
(A—B)X(A — B) = E. 


W: 3. = 1 f =k = 
0 1 —1IXI0 1 —1|=E 
0 0 || 0 0 1 


[52.8] CAHE A= :B= |. HWP X W E AXA + BXB — 


即 


【 例 2.9] 设 矩 阵 A= 


A) R a 的 值 ; 

(2) EE X W E. X— XA’ —AX+ AXA: =E, Hp E HERA, SR X. 
第 (1) 问 需 用 到 秩 和 行列 式 的 关系 ,而 不 是 把 A? 硬 生生 求 出 来 . 
第 (2) 问 就 是 一 个 典型 的 “道理 我 都 懂 , 但 我 就 是 算 不 出 来 ”的 题 . 


a 1 0 
(1) 因为 43 一 0, 则 (4) 一 3, 则 |4| 王 0, 故 |1 a 一 0, 得 一 0. 
0 1 a 


(2) 因为 X— XA’ — AX+ AXA° aai A)X(E—A’)=E. 


1 一 1 0 
时 一 和 = 一 于 1 1|,E—A’= 1 
0 =f 1 1 


2 1 0 一 
X = (E-A) (E — A7)” 1 1 1 0|= 
1 0 0 


EE EB 2 EE: 
类 型 一 : 数字 型 矩阵 求 逆 
A 魔 研 君 点 睛 
一 般 来 说 , 求 一 CN 
(1) 伴随 求 北 法 : 利用 公式 i= A 
JF K H JE ië AE k. 


= 


A.E—A2 都 可 逆 , 则 
2 
0 
1 


= 


而 ,可 以 求 出 给 定 和 矩阵 的 行列 式 和 伴随 矩阵 后 ， 


(2) 初等 行 变换 法 : 具体 方法 为 (A ;下 ) 一 >( 忆 ;A-1), 这 个 方法 需要 注意 的 是 ,只 
能 采用 初等 行 变换 ,为 什么 呢 ? 试想 一 下 ,如 果 对 A 进行 列 变换 , 那 它 右 边 的 巨 永远 都 不 


能 同时 改变 了 , 那 这 种 方法 肯定 是 不 对 的 . 


给 阵 求 北 有 时 会 在 客观 题 中 直接 考查 ,有 时 会 在 解 题 过 程 中 体现 ,总 之 , 它 是 考研 线 


性 代数 的 一 个 必 考 点 ,大 家 一 定 要 掌握 . 


下 人 
【 例 2.10】 矩阵 4=|5 2 1|, 求 4 
4 0 1 
方法 1 伴随 求 北 法 . 
E 
lA|= 15 2 1|= 一 1， 
4 0 1 
Zd 5 5 2 
A= | ije asli 1 4 | gls, 
An 3, An=1l, As =12, An =3, Ax ly As 13; 
2° =3 3 = 3 .三 
而 44 =|A|E,# A! 并 af- 1 ' i 1 ' 
= 12: =i & =12 13 


魔 研 考研 数学 之 线性 代数 
方法 2 初等 行 变换 法 . 


1 3 0:1 0 0 1 3 0 1 0 0 
5 2 1 0 1 -| =13 Li 一 SS. 1 | 
4 0 1:0 0 1 0 一 12 1:=4 0 1 
1 3 0 1 9 0 
-| 一 下 Oi— 1 | 
0 12 1:—4 0 1 
1 0 0:—2 3 —3 
-| =]. 0 i 1 1 =i 
0 0 1 8 一 12 13 
1 @ (0: —2 3 —3 
-f 1 0 i =l | 
0 01 8 一 12 13 
一 2 3 一 3 
则 A= £ = 1i- 
8 —12 13 
3 RE m 


上 题 是 用 初等 行 变换 的 方法 来 求 逆 . 需要 注意 : (1) 只 能 使 用 初等 行 变 换 ; (2) 第 1 章 
将 行列 式 化 三 角形 时 ,用 到 了 高 斯 消 元 法 ,而 求 北 矩阵 时 只 需 再 反 向 回 代 , 消 去 矩阵 的 上 
三 角 元 素 即 可 . 同时 ,高 斯 消 元 法 也 是 下 一 章 解 线性 方程 组 的 核心 方法 . 关于 它 , 魔 研 君 想 
多 说 两 身 ,相信 大 家 都 知道 MATLAB 可 以 用 来 解 线性 方程 组 ,所 采用 的 方法 就 是 高 斯 消 
元 法 .看 , 它 是 多 么 的 重要 ! 


类 型 二 : 抽象 型 矩阵 求 道 
【 例 2.11] WER A 满足 4? 十 A 一 4E 二 0, 其 中 玉 为 单位 矩阵 , 则 (4 一 E)-!= 
审题 时 看 到 问题 要 求 (A 一 E)“! ,再 看 题目 给 的 是 一 个 A 的 多 项 式 ,自然 而 然 ， 
做 题 前 先 在 草稿 纸 上 尝试 着 用 多 项 式 凑 出 一 个 含有 A 一 E 因 式 的 乘 式 , 则 有 
A? +A — 4E = (A—E)(A+2E)— 2E, 
则 (A—E)(A +2E) = 2E, 


1 2 
(A-B) [z +2] = Ey 
即 (A—E)- 一 a+. 


【 注 】 此 类 考题 一 般 是 给 出 一 个 等 式 , 如 A H2AH2E=0, $R 32 EB 6) iZ EE, K. 
(AHE). 解 题 方法 是 用 原 等 式 凑 出 (A 十 E)B 一 EE 的 形式 , 则 B 即 为 (A 十 E) !, 这 里 有 
—(A+E)(A+E)=E, 则 (A+E) !=—(A+E). 

【 例 2.12】 设 A 为 n 阶 非 零 矩阵 ,E H n KAMER. A = 0.0 3) 

(A) E—A 不 可 道 ,E 十 A 不 可 道 (B) E—A A nf ,E+A n| 


<ü 28 PH 

(C) E—A HŽ, E+A 可 逆 (D) E—A 可逆 ,下 十 4A FNT% 

Gup 题目 要 判断 EE 一 A 5 E +A 的 可 逆 性 , 那 我 们 就 用 例 2.11 的 方法 ,看 能 不 能 凑 
H (E—A)B=E #(E+A)C=E 的 式 子 , 竣 得 出 即 可 逆 . 这 里 还 考 了 大 家 两 个 公式 : Or’ 
=(z+1)(z' —z=+1); (2)z3 一 1 一 (z 一 1)(z2 十 z 十 1). 

(1) A? +HE=E, f] (A+E) (4? —A+E) =E. 

(2) A? —E=—E, WJ (A—E) (A4? +A+E)=—E, fP (E—A) (A? +A+E) =E, T4 A+E 
5 E—A 都 可 逆 . 故 选 (C). 

【 例 2.13] 设 ” 维 向 量 e = 二 (a,0,0,…,0,a)T,a 二 0; E H n KAMIER , HKE A= E— 
our ,B 一 B 二 Jaar ,其 中 A 的 逆 逢 阵 是 B, 则 a 


由 题目 知 A ! 一 BB, 这 其 中 包含 了 两 方面 的 信息 : 
(1) A,B 都 是 可 逆 和 矩阵 ; 

(2) AB=BA=E. 

所 以 ,结合 其 他 条 件 , 从 这 两 方面 入 手 来 计算 . 


AA A=B, fh A AB= (E ea) (E+ ea']_ E oa aa” Laa"aa". 
¿t #|aa! ZÉ n HERE, mala Z — 4 3 , X. B] 2 $Ë E # k H 2: @ 4k , Pf 7, 


aB =E+(4- 1 jm” -La a'a) a". 


又 ara 一 242 , 则 AB E+ [2 1 Jaa" aaa" ie 1 2a a" 0. 
a a 
又 aaT 5 3) 3k 3 AE B , m kE Ó, X. 2 3 S 5 EER, LA 
1—1—24=0, 
a 
则 Saia 因为 a 二 0, 所 以 a 二 一 1. 


ES (F DHE 


< 魔 研 君 点 睛 
伴随 敌阵 的 题目 其 实 很 简单 , 变 来 变 去 都 离 不 开 这 三 点 : 
(1) 伴随 矩阵 的 定义 式 : A= (Az) 
(2) A* A=AA" = |A|E; 


n, r(A)=n, 
(3) 伴随 矩阵 秩 的 公式 : r(A" h rA =n; 

0, ro <n—1, 
a b 


b 
b a 中 若 4 的 伴随 矩阵 的 秩 等 于 1, 则 必 有 
b 


【 例 2.14] RENER 4 一 


e 


a 


( 站 
(A) a=b 或 < 十 2 一 0 (B) a=b 或 < 十 2 天 0 
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(C) a#b Ra +2b=0 
伴随 答 阵 的 秩 的 公式 : 


(D) aZb Ra +25Z0 


n, r(A) =n, 
rao- |. r(A) = n—1, 
0, FOR) m= 
因为 r(A*)=1, 8] r(4) 一 ?2 一 1 一 2, 则 |4| 一 0, 从 而 
a b b 1 1, 1 1 0 0 
b a b= (a+2b |b a b|= (a+2b)|b a—b 0 |= (a+2b)(a —b)° = 0, 
b b a b b a b 0 a—b 


即 a= — 2b Ñ a=b. 

又 当 ug 一/ 时 ,显然 r(4) 王 1, 故 天 0. 

而 当 a+2b=0 时 ,r(A) 二 2, 则 a 六 5 E a +2b=0. iż (D). 

【 例 2.15] A Hn NSD AEE A A 的 第 1 行 和 第 2 行 得 矩阵 B,A* ,B* 
分 别 为 4,B 的 伴随 矩阵 , 则 ( ). 

(A) 交换 A* 的 第 1 列 与 第 2 列 得 B* 

(B) 交换 4“ 的 第 1 行 与 第 2 行 得 也 

(C) ZRA 的 第 1 列 与 第 2 列 得 一 B* 

(D) 交换 A" 的 第 1 行 与 第 2 行 得 一 B* 

此 题 是 2005 年 考研 数学 一 的 真题 ,将 伴随 矩阵 与 初等 变换 结合 起 来 . 做 题 方 
法 为 先 将 题 中 的 条 件 用 数学 符号 表示 出 来 ,再 推导 出 正确 答案 . 

将 条 件数 学 化 ,得 EnA=B, 

则 


B` = (EA)' =| ExA |. (Ex A)” 
一 | Ex |*| A |° A` + Ez 
=— Á’ ° Ex 
得 一 B* =ELA' ,含义 为 交换 A" 的 第 1,2 两 行 得 到 一 B" . 故 选 (D). 
【 例 2.16】 设 4 为 三 阶 和 矩阵,|14|=3,4 为 4 的 伴随 矩阵 , 若 交换 4 的 第 1 行 和 第 2 
行 得 矩阵 B, 则 |BA* |= 
与 例 2.15 一 样 ,这 道 题 也 将 伴随 矩阵 与 初等 变换 结合 起 来 . 同样 地 , 先 数学 化 
题 条 件 , 再 进行 化 简 . 


由 条 件 可 知 
A.A = A |; 
EsA = B, 
则 两 边 同 时 取 行 列 式 , 得 
—lAl|=1 BI, 
则 |BA* |=|BI |A" | lIAIIAI? lAl’ 27, 
【 例 2.17] 设 A,B 均 为 二 阶 和 矩阵 ,A ,B* 分别 为 A4,B 的 伴随 矩阵 , 若 14| 王 2.| 了 | 一 


sman [5 A Jetta ). 


[ 0 °] ( 0 °] 
(A) (p) 
24* 0 34” 0 
z H e) p =] 
(C) (D) 
2B” 0 3B” 0 
0 AYY0 4 10 A 
分 = = 
CID 分 类 矩 御 同样 满足 公式 AA lalem [5 IG o) ; +e." 
= >$ 
让 = ~ J = ep aT = 
B 0 B 0 AT g 
; ; 
[ 0 I 1411B1B- )-[ 0 lA|B -a 25t HAD: 
IAI IB|A™ 0 IB|A` 0 3A" 


【 例 2.18] 设 和 矩阵 4 一 (oa )3xs 满 足 A4" 二 4 ,其 中 A w 人 的 伴随 矩阵 ,47 为 A 的 转 
RUDE, wa au sai JI 3 个 相等 的 正 数 , 则 an 为 ( ). 


CA) Ê (B) 3 © + (D) YB 
GUD kE T 4k 4E B: 60 ZARAR AARATI) RA X iR, 2: — Ë XË J 
系数 很 高 的 题 . 
An An Aa an aa qaa 
4 -| Az “|z a2 az “| 
As As As Gia a23 433 
M) a; =A;;. 
又 由 行列 式 的 完全 展开 式 得 
| A |= anAn tarArn tasAs = 3ah. 
而 A" 二 A 二 |A* |=|47| 二 |41:=|41, 即 |4|=0 或 |4|=1. 


B 2|A|=3a >0, Fi vA |A|=1=3ah, PP a =$, 故 选 (A). 


z 魔 研 君 点 睛 

类 似 题目 在 第 1 章 例 1. 26 一 例 1. 27 中 也 有 提 到 ,注意 到 这 道 题 给 的 条 件 是 A" 一 
AT ,可 以 推出 ai 二 Ai ,而 例 1.26 的 条 件 为 ai = A; , 例 1.27 的 条 件 是 aj +A; 二 0, 它 们 
是 极 相似 的 ,思维 方法 也 是 相同 的 . 


S man DEEA 


z 魔 研 君 点 睛 

线性 方程 组 是 整个 线性 代数 研究 的 核心 ,而 初等 变换 是 研究 方程 组 的 核心 方法 , 因 
此 ,熟练 掌握 初等 变换 的 重要 性 不 言 而 喻 . 为 了 方便 理解 , 魔 研 君 为 大 家 作 了 如 下 总 结 : 

(1) 每 个 初等 变换 都 对 应 着 一 个 初等 矩阵 , 左 乘 初 等 矩阵 是 作 行 变换 ,而 右 乘 则 是 作 
列 变换 . 

(2) 三 种 初等 矩阵 的 行列 式 为 |E; | 1,|E;|=k,|E.1w |=1. 


【 例 2. 19】 in MERA 与 B 等 价 , 则 必 有 ( ) 
(A) %|A|=a(aZ0)Bf.|B| =a (B) %|A|=a(aZ0)Bf,|B| =— 
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(C) 4 |Al#0 nt, |B| =0 (D) 41A|=0 i}, |B|=0 

A.B $ freoA 经 过 初等 变换 可 变 为 B 或 B 经 过 初等 变换 可 变 为 A. 
(1) 交换 两 行 ( 列 )， 

初等 变换 有 3 种 : [ae naa 而 对 于 每 种 初等 变换 ， 
(3) 将 菜 一 行 ( 列 ) 的 上 倍加 到 另 一 行 ( 列 )， 


(1) |B|=—|A4|, 
mnasema [BI|=k|A|, 
(3) |B|=|Al. 


针对 此 题 , 可 以 理解 为 初等 变换 前 后 矩阵 的 行列 式 成 比例 , 即 对 于 等 价 和 矩阵 4, 下 ,有 
|A| =k|B|(k#0). xit (D). 

【 例 2.20] 设 4 是 三 阶 方 阵 ,将 4 的 第 1 列 与 第 2 列 交换 得 B, 再 把 B 的 第 2 列 加 到 
第 3 列 得 C, 则 满足 4C@=C 的 可 道 和 矩阵 @ 为 ( J; 


O 4 Ó 0 1 0 
(A) |1 0 | (B) ji © 1 
1 0 i 001 
9 1 O -t 1 
ofi 0 0 (D) | 0 | 
(e 1 i 0 0 1 
由 题 意 可 知 
0 Ol 0 © 
0 0 1 小 < 
o o 1J\0 0 1 
o iwoyi @ O oi 1 
"ol 0 | Ï J 1 0 0|. 故 选 (D). 
0 O LO 0. 1 


[Ü] 2.21] 设 4 为 三 阶 和 矩阵 ,将 4 的 第 2 列 加 到 第 1 列 得 矩阵 B, 再 交换 B 的 第 2 行 
0 0 1 0 0 

1 i 中 0 中 we ) 
0 0 1 oio 
(A) P,P, (B) P. ' P, 
(C) P,P, (D) P,P;' 
题 干 数学 化 ,得 

1 0 1 0 0 1 0 0 

d: Í -a-fe 0 fi š o- eonan, =s: 
0 0 0 1 


0 


= 


与 第 3 行 得 单位 矩阵 , 记 P, = 


则 A=P;' Pr ' =P, Pr. # £ (D). 


1 0 O 
【 例 2.22] tarsna esman ne ara 1 0|,# P=(@, 
0 0 2 
a: a). Q= (a, Ha: oa a) I) Q !'AQ=( y 
R. 0: Ü L 0 0 
(A) f 2 | (B) f 1 "| 
00 1 0 0 2 
20 0 2 0 0 
es [ Ü 0 (D) f 2 | 
0o 2 0 0 1 
100 
TTE 1 中 
% 0 1 


io Ó 
0-=|1 1 0 
0 0 1 


故 本 题 选 (B). 


> ANEA 

解 初 等 变换 题目 的 步骤 是 先 将 题 干 的 条 件 用 数学 形式 表达 出 来 ,再 将 问题 写 出 来 ,最 
后 通过 矩阵 计算 的 各 种 性 质 , 从 初始 条 件 推出 题目 要 求 的 值 ,以 上 几 题 就 是 这 个 方法 最 好 
的 例子 .很 多 时 候 , 我 们 会 在 脑子 里 各 种 构思 这 个 矩阵 要 怎么 变 , 但 其 实 写 出 来 , 老 老实 实 
地 计算 才 是 最 聪明 的 办 法 . 


【 例 2.23] 设 A,B,C H n 阶 和 矩阵 ,满足 A 二 BC, 要 保持 等 式 成 立 , 则 ( ). 
(A) 将 A 的 第 i 列 与 第 j 列 对 换 后 ,应 将 B 的 第 i 列 与 第 j 列 对 换 
(B) 将 A 的 第 i 列 与 第 j 列 对 换 后 ,应 将 C 的 第 i 行 与 第 j 行 对 换 
(C) 将 B 的 第 i 列 与 第 j 列 对 换 后 ,应 将 C 的 第 i 列 与 第 j 列 对 换 
(D) 将 B 的 第 i 列 与 第 j 列 对 换 后 .应 将 C 的 第 i 行 与 第 j 行 对 换 
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分 别 数学 化 4 个 选项 . 

已 知 4 一 BC, 则 有 

(A): AE; 一 (BE )C; 

(B): AE; =B(E;C); 

(Ch A=BE; CE; 

(D): A= (BE; ) (E;;C). 

可 以 看 出 ,(D) 选 项 可 化 为 原 题 干 条 件 A= BC. 因为 E; * EE =E. Ff vÀ 2 iE #ñ i zi. # ik (D). 


z 魔 研 君 点 睛 
此 题 需 要 掌握 三 点 : 
(1) 适 阵 乘法 不 存在 交换 律 ; 
(2) 初等 矩阵 存在 “ 左 行 右 列 ”的 性 质 : 乘 在 左 , 作 行 变 换 ; 乘 在 右 , 作 列 变换 ; 
(3) 第 一 类 初等 矩阵 的 逆 和 矩阵 是 它 自 身 . 


z 魔 研 君 点 睛 

矩阵 的 秩 是 一 个 神奇 的 数字 ,只 需要 知道 一 个 数字 ,就 能 洞悉 和 矩阵 的 很 多 性 质 . 对 于 
秩 , 同 学 们 从 以 下 几 点 来 理解 掌握 : 

(1) 秩 是 矩阵 不 为 零 的 最 高 阶 子 式 的 阶 数 ,这 个 性 质 可 以 运用 于 证 明 题 中 ; 

(2) 对 于 方 阵 , 满 秩 则 意味 着 它 的 行列 式 不 为 0, 不 满 秩 意味 着 它 的 行列 式 为 0, 意味 
着 用 秩 可 以 将 和 矩阵 和 行列 式 联系 起 来 ; 


(3) 和 抵 阵 秩 的 不 等 式 是 遇 到 不 止 一 个 敌阵 运算 时 的 判别 利器 ; 
(4) 后 面 的 章节 中 还 会 详细 讲解 向 量 组 的 秩 ,其 本 质 和 撼 阵 的 秩 是 相同 的 . 


0 1 o OÓ 

00 1 O 
【 例 2.24] BEM A=] oi , 则 A? 的 秩 为 

Ó 00 0 

EED XAA toS, TERMEKE A 后 ,观察 得 出 (43 )， 

0 1 1 0 0\/ 1 0 O 

0 0 1 0 

0 0 0 1 

0 0 0 0 


>e °@ ° ° ° ° ° ° 
SS SS ° ° 
© m. © © © m 


@ o O O O O O = O O = o 


° 
o o ooo 


MJ ~(43) 一 1. 
k W š J 
. l # 11 
【 例 2.25] 设 和 矩阵 4 一 P. , 且 r(A)=3,llJ k= 
L 4 3 - 


CUD KAA aC 2]. E ARAE, mn r(A)=3., ËP A 非 满 秩 , 也 即 A 不 可 
着 ,那么 |4| 一 0. 需要 注意 的 是 ,r(4) 一 3 之 14| 王 0, 而 |4| 王 0 推 不 出 r(4) 一 3. 因 此 , 求 出 
的 & 值 需要 代 回 检验 . 


k 1 1 3 
l k 1 1 
因为 (4) 王 3, 所 以 |4| 王 =0. 而 
1 1 £ 1 
1. 1 # 
k 1 1 1 k+3 k+3 k+3 k+3 
1 k 1 1| r+rn+r,+r, 1 k 1 1 
t 1 £ 1 g 1 k 1 
1 1 1 & 1 1 1 k 
kk * 31 1 1 1 1 
l k 1 1 0 k—1 0 0 
= (k +3) = (k +3) 
1.1 # 1 0 k—1 0 
1 1 t Ë 0 0 0 &=1 
= (k+3)(k—1)' = 0, 


则 k=—3 £ k=l. 

RAAR: 当 k 二 1 时 ,r(A) 二 1, 不 符合 ; 3š k= —3 H r(A)=3, 4A, k=. 

【 例 2.26】 设 a,p 为 三 维 列 向 量 ,矩阵 A 二 aa" 十 BB" ,其 中 ea”,pB" 分 别 为 a ,8B 的 转 置 ,证 
HH; Pk r(A)<2. 

这 是 2008 年 的 一 道真 题 , 题 干 给 了 一 个 A 的 关系 式 ,要 证 明 r(A) 三 2, 自 然 就 
想到 这 是 在 考查 秩 的 不 等 式 . 

因为 r(A+B)<r(A)+r(B).,ff A r(A) =r(aa" +B )<r(aa!)+-r(88'). 

X r(AB)<min(r(A).r(B)). WJ r(aa!)<miní(r(a ),r(a!)). 

因为 a 为 三 维 列 向 量 .所 以 rl(aa™) 过 min{r(a ).r(a!))<1. 

同 理 r(B8") 三 1, 则 -CA)<r(aa!) +r(88')<2. 

证 毕 . 
S 魔 研 君 点 睛 

题目 中 出 现 了 aaT ,关于 它 , 魔 研 君 有 几 句 话 要 说 . 

ita 一 (alyaz， san) 2 n BERA 6) Z , A 


(1) aa" 2 n MEE, maa 是 一 个 数 , 且 arae = Xa? > 0; 
i=l 


(2) r(aa7 ) 一 1. 


T 
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【 例 2.27] 设 A 为 mXn 和 矩阵 ,B 为 naXm 和 矩阵 ,E 为 m 阶 单位 矩阵 , 若 A4B 二 E, 则 (  ). 

(A) r(A)=m,r(B)=m 

(B) r(A)=m,r(B)=n 

(C) r(A)=n,r(B)=m 

(D) r(A)=n,r(B)=n 

解析 AA Anxa ° Bxnm =Enxm » Ff VA r'(AB)=r(E,.,,,)=m=<min(r(A),r(B)). 

(1) # m>n, MA r(A).r(B)<n, WJ uSmin(r(A).r(B))<n, F 8. 

(2) # m=<n. N) A r(A).r(B)<m.MWJ yu min(r(A).r(B))<m.Ëp min(r(A).r(B)) =m. 
X r(A),r(B)<m.,# r(A)=r(B)=m. iż (A). 

【 注 】 通过 这 个 题目 我 们 可 以 发 现 ,AB 二 E 并 不 能 说 明 A ,B 都 是 方 阵 ,但 是 却 必须 要 
满足 秩 的 关系 . 

【 例 2.28】 设 4,B 均 为 五 阶 非 零 矩 阵 , 且 4B=0. 则 (  ). 

(A) 若 r(4) 二 1, 则 必 有 7r(B) 二 4 (B) 若 r(4) 二 2, 则 必 有 7(B) 二 3 

(C) 若 r(4) 一 3, 则 必 有 (B) 一 2 (D) 若 ~(4) 王 4, 则 必 有 rB)=1 

因为 4B 一 0. 所 以 r(4) 十 r(B)<5. 又 A,B 都 是 非 零 矩 阵 , 则 r(A).r(B)2>1. 
故 选 (D). 

【 注 】 一 般 来 说 , 题 干 中 出 现 AB 二 0, 则 要 从 两 方面 思考 : 

(1) r(A4) 十 r(B) 三 n, 从 秩 的 角度 ; 

(2) 从 方程 组 角度 , 即 4B 一 0 推出 B 的 所 有 列 向 量 都 是 Ax —0 的 解 . 

【 例 2.29】 4 Jn BEREA" 是 A 的 伴随 矩阵 ,证 明 : 

n, r(A) = n, 
r(A') = 41, r(A) = n—1, 
0, r(A) <n-—1. 
这 是 要 证 明 伴随 矩阵 秩 的 公式 ,需要 按 条 件 中 的 三 
44 "一 |4 | 五. 


一 一 证 明 . 


(1) r(A)=n 时 ,A *Ti# ,|A|Z0.,0J STA 二 EE, 妈 A" 可逆 ,r(A* 


T 

(2) r(A)=n—1 H ,A* =(A;)', B|A|=0,#£# n—1 阶 子 式 不 为 0, 不 妨 令 其 为 An ， 
H] r(A* )>1, 8] A*A=0>r(A* )+-r(A)<n. 

因为 r(A)=n—1. ÉA r(A*)<1. A] r(A*)=1. 

(3) r(A)<n—1 时 ,说 明 4 的 任意 站 一 1 阶 子 式 都 为 0, 则 Aj =0, (Aj) =A" =0, WJ 
r(A* )=0. 证 毕 

【 例 2.30] A Hn MERE, SE, E JAME EH: r(4 十 E) 十 r(A 一 E)==n. 

现在 只 有 A' 一 E 这 一 个 条 件 ,问题 中 出 现 了 A 十 EE 和 A 一 E, 自 然而 然 就 要 想 
到 将 A: 二 E 进行 变形 

因为 A? 二 EE, 所 以 A? —E=(A+E)(A—E)=0, 8] r(A+E)+r(A—E) <n. 

(此 时 只 证 明了 等 式 的 一 半 , 需 要 再 证 明 r(A+E)+r(A—E)>n.) 

X r(A+B)<r(A)+r(B), 8] r(A+E)+r(A—E)>r(A+E+A—E)=r(2A). 

BA A Tiž, A r(A+E)+r(A—E)>r(2A)=n, P r(A+E)+r(A—E) =n. 证 毕 . 


SEED TIEK 


3 魔 研 君 点 睛 


分 块 矩 阵 的 题目 一 般 都 不 会 特别 难 , 但 是 对 考生 的 计算 能 力 有 一 定 的 要 求 . 魔 研 君 希望 
大 家 记 住 ,涉及 分 块 矩 阵 的 运算 ,只 要 它 可 以 运算 , 那 它 的 运算 法 则 就 与 一 般 算 阵 运算 一 样 . 


[ 例 2.31】 设 p-(& -其中 A.B 分 别 为 m 阶 光 阶 对 称 矩 阵 ,C 为 加 Xn 矩阵 , 计 
E. Py 


算 PTDP, 其 中 s= Í; E, 


E: 0 En 0 
"So D-E, D 


4-1C)T ET 4-1C)T E, 
E, 03 YA CNfE。 —A- C 
-Co e a E, ) 
A C E, 一 4-1C 
ka IOA +E TEE i E; J 
ú A C E, —A-'C 
"o S n M o E, ) 


A c (F a 
0 —C'A'C+BJU0 E, 


-( A 0 ) 
0 —CT'A-1C+B 0 —C'A1C+B) 


E, Uixi ” 
[12.32] zanl OLETE SN k Bel 阶 单位 矩阵 ,U 
Xk “l 


为 任意 的 &X7 矩阵 ,0 为 1Xk FERE. 


+Í A 2)-(e “As s) 1 


EJ\C D 0 E c D 0 E 
A+UC=E, [A=E, 


B+UD=0, |B=—U, fa pak Mi Fa 
= i} = . 


c=, c=; Ox E, Oxs E, 
DSE D=BE, 
` 
T a 自 测 题 精 选 时 
| 1 = iy 
n n n 
— t aci 
1. 计算 n n 
= 
n 
ed |! 
n n n 
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2. 设 A 为 n KER. B A 2A+3E=0,.jJ A= 


3. 证 明 : WR n MERA 满足 4“ 二 0. 那么 E 一 A REHA 都 可 逆 , 并 求 它们 的 逆 矩 阵 . 


4. OR E: A= ,矩阵 B 满足 ABA" =2BA* +E. Ei A * H A 的 伴随 矩阵,E 


2 1 0 
1 2 O 
0 0 1 


是 单位 矩阵 , 则 | 如 | 一 


5. ZA 为 三 阶 矩 阵 , 将 4 的 第 2 行 加 到 第 1 4749 B.B B 的 第 1 列 的 一 1 倍加 到 第 2 


1 1 Ó 
列 得 C, 记 P=|0 1 |" J; 
0. 办 1 
(A) C=P ''AP (B) C=PAP `! 
(C) C=PTAP (D) C=PAP" 
1 — 2 
6. a|: 6 x| SREK B+#0.AB=0, 1] J; 
3 0 一 6 
(A) ==—8,r(B)=1 (B) z 一 一 8,r(B) 一 2 
(C) z==8,r(B)=1 (D) ==8,r(B)=2 


7. 8 A Hn WEE. H. A? =A. WEH: r(A)=r(A—E) =n, E: E H n 阶 单位 矩阵 . 


8. & A= K A". 


° r ° t 
° o° x > 
= ° °° 
w oo oo 


自 测 题解 题 参考 
amin =p s =i m= i Gé. < qa 
" T| q ami “= š ii =L #~i $ 
1. 原 式 = š " =al s . 
n $ =f n $ =j 
一 1 = = = =1 -1 
8=1 i. 1 
n n n 
n(n—1) =p sse —n _1 2 一 1 
i = aih “s ; ba n n 
n? Š =j : š: `. = 
== iaa — 2 nt n 
1 = E d | 
n n n 
S ARAR 


可 以 看 出 ,这 道 题 中 42? 一 4, 这 样 的 矩阵 称 作 畦 等 矩阵 . 


2. HX A? +2A+3E=0, F Ú) A (A + 2E) 3E, 即 a (4HE) -e, W At = 
_A+2E 
s. 


3. 因为 (E 一 A)(E 十 A 十 和 十 … 十 A*-1)= 二 E 一 A 二 E, 则 E—A nÍ, E. 
(E—A) = E+A+A 十 … +A, 
X(E+A)(E—AT+A +. +(—1) A) =E+ (1) A =E, N] E+A RJ, B. 
(E+A) 1 = E—A+A 十 … 十 (一 1) 生 4 生 :. 


4. 因为 ABA" =2BA* 十 E,(A4 一 2E)BA* =E>|A—2E| |B| |A* |= |E|=1. 


i ð 
X|A—2E|=|1 0 0|=1,|A|=3,W|A* |=1A|=9, W 1X |B| X9=1, B 
0 0 —1 
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J —1 O 
or 1 0|, 所 以 PAP :一 C. 故 选 (B). 
0 


6. 因为 4 中 存在 二 阶 子 式 |， [20m ra=. 


2 
0 


X r(B)>1, H. AB=0, W] r(A)+r(B)<3., BI r(A) =2,r(B)=1, W) |A| =0, A m x 
一 8. 故 选 (A). 


7. HX A =A,A(A—E)=0, FV r(A)+r(A—E)<Sn. 
X r(A)+r(A—E)=r(A)+r(E—A)>r(A+E—A)=r(E) =n, H r(A) +r(A— E) =n. 


8 将 分 类 ,得 4 人 a-l Jl me- 人 d 


N 0 2 | N" 
(1) > M". 
2 0 0 1 
四 为 M=| TG p] Z2E+P.P = 0, Bibi M= (2E+P) = (2E) + CP ° 
= A °) Ë j a(i °) É | 
(2E)" = +n ° a = s 
O 2 0 0 0 1 0 2" 
(2) 3R N”. 
3 9 3 
N= = 1 3). iE 
因为 A G) ) ,所 以 
WE 
=e as € ə= a a= 
则 
2 0 0 
0 z. 0 0 
Ar == š 
0 0 3SXi6 ex 6 
0 0 Ge IET 


OOO ni 


序号 考试 内 容 与 要 求 适用 科目 
1 理解 维 向 量 、 向 量 的 线性 组 合 与 线性 表示 的 概念 数学 一 、 二 ,三 
理解 向 量 组 线性 相关 .线性 无 关 的 概念 ,掌握 向 量 组 线性 相关 ,线性 无 关 数学 一 .一 .三 
的 有 关 性 质 及 判别 法 
理解 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 和 向 量 组 的 秩 的 概念 ,会 求 向 量 组 的 极 大 数学 一 .一 .三 
线性 无 关 组 及 秩 
理解 向 量 组 等 价 的 概念 ,理解 矩阵 的 秩 与 其 行 ( 列 ) 向 量 组 的 秩 之 间 的 数学 一 .一 .三 
5 f fit 维 向 量 空 间 . 子 空间 基底 . 维 数 .坐标 等 概念 数学 一 
6 了 解 基 变换 和 坐标 变换 公式 ,会 求 过 渡 和 矩阵 数学 一 
T 了 解 规范 正 交 基 的 概念 及 其 性 质 数学 一 


2. 本 党 概要 与 重点 导 学 

向 量 作为 本 书 的 核心 内 容 , 是 考研 线性 代数 考点 中 比较 抽象 的 部 分 ,更 是 考研 的 重点 考 
查 内 容 . 建议 大 家 在 复习 过 程 中 ,把 握 好 向 量 有 关 基 本 概念 的 同时 理 清 三 对 概念 之 间 的 关 
系 ,分 别 是 “线性 相关 性 和 齐 次 线性 方程 组 、 线 性 表示 和 非 齐 次 线性 方程 组 、 向 量 组 间 表 示 和 
矩阵 方程 ”, 这 是 线性 代数 的 一 大 核心 脉络 . 

【 注 】 基于 考研 数学 的 系统 化 学 习 要 求 , 施 密 特 正 交 化 这 部 分 内 容 将 在 第 5 章 具体 介绍 . 
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区 颖 向量 相关 概念 及 其 运算 
1. 什么 是 nn 维 向 量 ? 
n lai saz: sa, 所 组 成 的 有 序数 组 称 为 n 维 向 量 , 记 作 
a = [ai saz: san] 或 a= asa, ao 
前 者 称 为 行 向 量 , 后 者 称 为 列 向 量 . 其 中 a G= 1.2, ,n) RRA a 的 第 i 个 分 量 ,n 称 为 
向 量 a 的 维 数 . 所 有 分 量 均 为 零 的 向 量 称 为 零 向 量 , 记 为 0 二 [0,0,…,0]™. 
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特殊 地 , 当 ?z 一 2 或 "一 3 时 ,就 是 平面 向 量 和 空间 向 量 , 相 应 的 分 量 就 是 在 笛 卡 儿 坐 标 
系 下 的 坐标 ,如 下 图 所 示 . IB 2.4 23 时 ,就 无 法 从 几何 上 进行 描述 了 . 
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2. n 维 向 量 怎 样 运算 ? 


向 量 属 于 特殊 的 矩阵 ,所 以 向 量具 备 矩 阵 的 很 多 运算 性 质 . 
设 向 量 e =[a saz; ran ]" B = [b b... b, JY WA F &. 


运算 形式 方 ”法 
数 乘 运算 ka =[ka; skaz ,… ,ka, J" 
加 减 运算 a +B =[[a, +b saz +b ,a ttb,]T 

(1) (a B)=a B =f a =ab tasbst tanb, i 
内 积 运算 (2) (e a )=ai + +a 20; la ,@ )=0@a=0; 


(3) 若 (e B) =0, fka 与 8 EX 
(1) le |= Ve a) = Vai tait +a s; 


长 度 运算 (2) # la | 一 1, 称 e 为 单位 向 量 ; 
(3) 单位 化 : a =Tal 
a 
E 小 试 牛刀 


【 例 3.1] 设 向 量 w 王 [0,1.3]7,o 一 [1,0,0]T,as: 一 [0,0,5], 求 : (1)8 =a, +a: 一 
2 as ,并 将 B 进行 单位 化 ; (2)(w ,8B) ,Co ,8B).(as .8). 

BD D) 8B 王 [0,1.3 了 下 十 [1,0,0 下 一 2L0.0.5 末 一 [1,1, 一 7? 本 , 且 18| 1 十 1 十 49 
V51 , 则 让 一 i=: 


BI 
(2) (a,.B)=a= B 20.(a..B)=a B =1. a B) =a; B 35. 
3 ATEAN 
在 这 里 讲解 一 个 与 内 积 相 关联 的 一 个 重要 考点 ,去 辨别 两 对 经 常 在 考题 中 出 现 的 符 
号 “arB 和 Bra ap" 和 pa™.” 
以 三 维 向 量 为 例 , 设 & 王 [al,azyas] ,8 三 [LO ,pps 为 三 维 非 零 列 向 量 , 则 由 敌阵 
乘法 知 


aÜ = wp + asb; + asbs + 
Bra = aibi + azbs + asbs , 


ab ab ab, 
aß" = | abi ap azb; |, 


asb, azb: azb; 
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ba, ba, biaz 
= bzaz 可 

bsa, baz bsas 
由 上 面 计算 所 得 结果 可 得 到 以 下 重要 结论 : 
(1) er8 和 pra 为 一 个 数 , 且 它们 彼此 相等 ,都 等 于 a 与 B 的 内 积 , PaB 一 Ba = 

(a.f). 

(2) aß" fofa" 2 A 4E E, Hap)" = pa" RIZ F rap") =r paT) =l. 
(3) 4# lap" ,Ba" 的 迹 等 于 ar8 B'a. 


1 —1 1 
【 例 3.2] ia HZA ma 为 a 的 转 置 , 若 aa™ | 1 1 s 
1. = I 


UUD aa 为 秩 为 1 65 3EBE.ala = traa") =3. 


个 向 量 组 间 的 向 量 关系 一 一 线性 相关 和 线性 无 关 
线性 相关 性 描述 的 是 一 个 向 量 组 中 向 量 之 间 的 关系 ,若干 个 同 维 数 的 向 量 组 成 的 集合 
就 称 为 向 量 组 . 
Wa ,as ,… ,a, 为 一 组 n 维 向 量 , 若 存在 一 组 不 全 为 零 的 数 ,ks，…,k, ,使 得 
kia, + koa; + ° + ka, = 0 
成 立 , 则 称 向 量 组 a ,as ,…,a, 线性 相关 ; MR ki =k = = k,=0 BF, 4 # ki a + 
kı a 十 … 十 Ra, 一 0 成 立 , 则 称 向 量 组 wa a ,… a, 线性 无 关 . 
根据 定义 ,可 以 讨论 向 量 组 的 线性 相关 性 . 比如 下 面 这 两 个 向 量 组 : 
Cai= A = [Li = L001 ,a= E2350] 
(2) w 王 [0, 一 1,0],aw 王 [2,0,0]T,as 一 [0.0,3]. 
对 于 (1) ,很 容易 建立 等 式 : 
一 3L0,1,0] 十 (一 2)[1,0,0] 了 十 000,0,1]7 十 [2,3,0] = 0, 
即 一 3 w 十 (一 2)e +0 a; +a, 二 0, 则 存在 一 组 不 全 为 零 的 系数 ,使 得 等 式 成 立 , 故 @i ,as ,as ， 
a, 是 线性 相关 的 . 并 且 会 发 现 ,a ,az ,as 都 可 由 其 余 向 量 线性 表示 ,但 是 es 却 不 可 由 其 余 向 
量 线性 表示 . 
对 于 (2), 若 令 kı @ 十 a, +k, a, =0, Bp 
b [0,—1,0]1 +k:[2,0,0]" +k:[0,0,3]" = 0 [2k: » — kı 3k: J" = 0, 
则 有 2k: =0, —kı =0,3k;, =0, B] kı =k: =k; =0. 从 定义 讲 ,就 是 若 ki @ 十 a +k as 一 0， 
4 HAL“ kı =k: =k; =0 时 成 立 , 则 w ,az ,as 是 线性 无 关 的 . 
z 魔 研 君 点 睛 
1. 线性 相关 性 的 核心 在 于 ki @ 十 十 … 十 Ra: 王 0 成 立时 的 条 件 , 如 果 存 在 ( 重 
点 在 于 是 “存在 ”, 并 不 是 “任意 ”) 不 全 为 零 的 系数 使 得 其 成 立 , 则 该 向 量 组 中 的 向 量 线性 相 
关 ; 如 果 只 有 (重点 在 于 “只 有 ”) 当 所 有 系数 为 零 时 , 才 会 有 到 a +k @s 十 … 十 ka 一 0 成 
立 , 则 该 向 量 组 中 的 向 量 线性 无 关 . 
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2. ai ,az ，… ,Qs 线性 相关 后 至少 有 一 个 向 量 可 以 由 其 余 向 量 线性 表示 ; al ,az ，… a, 
线性 无 关 后 任何 向 量 都 不 可 以 由 其 余 向 量 线性 表示 . 

3. (1) 向 量 组 仅 含 一 个 向 量 时 , 若 @ 一 0, 则 称 @ 线性 相关 ; 若 a A0, Na 线性 无 关 ( 几 
何 意义 : 是 否 是 个 点 ); 

(2) 向 量 组 含有 两 个 向 量 时 , 若 两 向 量 成 比例 , 即 B 王 如 , 则 a ,线性 相关 (图 1); 2 
Bka , 则 a ,线性 无 关 ( 图 2)( 几 何 意义 : 是 否 共 线 ); 

(3) 向 量 组 含有 三 个 向 量 时 , 若 @i = l a; + l, as , 则 ai ,as ,as 线性 相关 (图 3); 若 ai ， 
as ,ai 不 可 互相 表示 , 则 ai ,az ,ai 线性 无 关 ( 图 4)( 几 何 意义 : 是 否 共 面 ). 


B=-ka = a 
a A2 
G 
RR 的 
A has 
i 
i ra 
ha a 
QI 
图 3 图 4 


4. ŽE Èa ,az ，……,Q, 线性 相关 , 则 向 量 组 ai ,qs，… ,Qa; ,Qs+1 也 线性 相关 ; 若 向 量 组 
era... a, 线性 无 关 , 则 向 量 组 al ,qa;,… ,a, 中 的 任意 多 个 也 线性 无 关 ( 部 分 相关 ,整体 相 
关 ; 整体 无 关 , 部 分 也 无 关 ). 

5. 当 一 个 向 量 组 中 向 量 的 个 数 大 于 该 向 量 组 中 向 量 的 维 数 时 ,该 向 量 组 线性 相关 . 


REI 
[B] 3.3] ita a.a, 是 一 组 n “EI8] Bt s I F 9] 49 Ë TE f 0 AE C ji 
(A) 若 向 量 组 al ,as ,… ,a; 线性 相关 , 则 w H Ha ,as ,…:a, 线性 表示 
(B) 向 量 组 @ ,az ,…',a, 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 a; 不 能 由 其 余 ;一 1 个 向 量 线性 表示 
(C) 若 对 任意 一 组 不 全 为 零 的 数 p h... k. WH ki ai Hk: os 十 … 十 Ca, 天 0, 则 ai ， 
a," a, 线性 无 关 
(D) Ha ,as ,…,a, 线性 相关 , 则 对 于 任意 一 组 不 全 为 零 的 数 k ,ks,…,k,, 都 有 ki a, 十 
k, @; 二 … 二 ka,=0 
若 ol ,az ，,… a, 线性 相关 , 则 至 少 有 一 个 向 量 可 由 其 余 向 量 线性 表示 ,但 不 能 确 
定 刚好 为 @! T Ha ,Qs3，…,@; 线性 表示 .例如 a 二 [2,0]7,@z 二 [0,0] ,由 于 含有 零 向 量 的 向 
量 组 必 线 性 相关 , 则 ai ,as 线性 相关 ,但 ai 不 可 由 as 表示 , 则 (人 A) 选项 不 正确 ; 同 理 ,“@i 不 可 
由 as 线性 表示 ”不 可 推出 @ ,as 线性 无 关 ,(B) 也 错误 . 
(C) 选 项 等 价 于 : 2 k atka tetka, 50 成 立 , 当 且 仅 当 满 足 bike sk. 全 为 
0, 则 ai ,az ,…,@; 线性 无 关 , 故 (C) 为 正确 选项 . 
(DD) 选 项 紧 扣 定义 ,不 是 “任意 ”, 而 是 “存在 ”. 
故 选 (C). 


个 向 量 和 一 个 向 量 组 间 的 关系 一 一 线性 表示 
设 a ,az ,… a, A m 维 向量 ,ki skoot okn 是 组 常数 , 则 
ki e, + k; @ 十 … + ka, 
称 为 向 量 组 aw ,qs ,… ,a, 的 一 个 线性 组 合 . 
对 于 向 量 B , 若 存 在 常数 kiskot h. ,使 得 
k a, + k; e; +e + ka, = B + 
则 称 8 可 由 ai ,@s ,… a, 线性 表示 . 


2 魔 研 君 点 睛 
1. 线性 表示 的 核心 在 于 使 得 ki a 十 ks at tka 二 成 立 的 1 ,ka，…,ks 是 否 存 
在 ,只 要 存在 即 可 ,或 者 换 和 揣 通俗 的 话 就 是 上 面 的 式 子 能 否 被 写 出 来 . 
2. 零 向 量 可 以 由 任何 一 个 向 量 组 表示 ,数学 表达 式 为 
0 = 0 sma, + 0 ° es +- + 0 ° a,. 
一 个 向 量 组 al ,az ,… ,a, 中 任意 一 个 向 量 &i 可 由 该 向 量 组 表示 ,数学 表达 式 为 
a = 0 ° a, + 0 * a, + ° + 0 eaa + 1 ° @, 十 0。e + 0 a °° + 0 ° a,. 


TENDER mu minis #— tE B= 

若 向 量 组 a ,ez ,…,a, 中 每 一 个 向 量 均 可 由 向 量 组 B, ,及 ,…',' 有 , 表示 , 则 称 向 量 组 w ， 
wo ,…,a, 可 由 向 量 组 B, ,8 ,… :有 表示. 

若 向 量 组 ai ,as ,… ,a, 与 向 量 组 B, .B, ,…, 有 可 相互 表示 , 则 称 为 两 个 向 量 组 等 价 . 


< 魔 研 君 点 睛 

1. 一 个 向 量 组 被 另 一 个 向 量 组 表示 的 问题 可 以 转化 为 多 个 “单一 向 量 被 向 量 组 线性 
表示 ”的 问题 ,从 而 拓展 出 很 多 性 质 以 及 考研 重点 ,详细 见 考试 题 型 与 解析 中 的 题 型 三 
部 分 . 

2. 向 量 组 等 价 和 撼 阵 等 价 是 两 个 不 同 的 问题 ,在 根本 的 定义 上 就 不 相同 ,因此 在 题 
目的 求解 过 程 中 要 详 加 区 别 . 


大 线性 无 关 组 和 向 量 组 的 秩 
Uaj ,as ,…,ar 是 向 量 组 ai ,as ,… ,a, 中 的 部 分 向 量 所 组 成 的 向 量 组 , 且 满足 
(1) ai az ,ar 线性 无 关 ; 
(2) aaa, 中 任何 一 个 向 量 可 由 ea ,az ,… ,ar 线性 表示 ， 
则 称 oi ,az ,… ,@; Ha sa a, 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 , 且 极 大 线性 无 关 组 所 含 向 量 的 个 数 
称 为 向 量 组 的 秩 , 记 为 rla ,az ,，…:a,) 一 玉 
z 魔 研 君 点 睛 
1. 从 极 大 线性 无 关 组 的 定义 中 可 知 , 若 向 量 组 中 向 量 个 数 为 2, 则 
rla ,az an) = n aja, a, 线性 无 关 ; 
rla :as as) < n€ al .a, an 线性 相关 . 
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2. r(A) 二 A ú54T4 (ETE A 行 向 量 组 的 秩 ) 二 A 63 gk ( 3 B£ A 列 向 量 组 的 秩 ). 

由 此 可 方便 求 出 向 量 组 的 秩 ,例如 有 一 个 向 量 组 m 王 [1.0,2]T,a,= [2,0,4]',@; 一 
[1,1,2]T, 和 要求 向 量 组 ai ,as ,as 的 秩 就 可 以 将 ai ,as ,as 放 在 一 起 组 成 矩阵 4, 求 出 4 的 秩 
即 为 向 量 组 的 秩 , 则 


12 1 1.2 1 
A= AT | OO ELSE 
2 4 2 0 0 0 


则 r(A) =r(a ,az ,as ) 一 2. 
3. 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 是 不 唯一 的 ,但 是 极 大 线性 无 关 组 的 个 数 总 是 一 样 . 


而 量 空 间 ( 数 学 一 ) 
L 向 量 空间 概念 

K n 维 实数 向 量 的 集合 ,并 满足 加 法 和 数 乘 两 种 线性 运算 , 称 为 n 维 向 量 空间 , 记 
海王 

R 的 非 空子 集 V 称 为 R" 的 一 个 子 空间 , 若 满足 

A) Ma B EV ita +B EV; 

(2) Ma EV,kER if, ka EV, 
则 称 子 空间 V 对 线性 运算 封闭 . 

设 向 量 组 ai ,as ,…… a, W L= x= a Hk a HHan lki sko stt skn ER) iHa ， 
ww ,…,aw 所 生成 的 向 量 空间 . 

设 有 向 量 空间 V, 和 V4 Vi CV: WEK V 是 Vs 的 子 空间 . 
2. 基 , 维 数 、 坐 标 

Fia a ,… a, 是 R" 中 一 个 线性 无 关 的 向 量 组 , 且 任 一 向 量 a € R" 均 可 以 由 el ,az ，…， 
a, 线性 表示 , 则 称 向 量 组 w ,as ,…',a, 为 R" 的 一 组 基 , 基 向 量 的 个 数 n 称 为 向 量 空间 的 
维 数 . 
z 魔 研 君 点 睛 

若 将 R" 中 所 有 向 量 看 成 一 个 向 量 组 , 则 向 量 空间 的 基 就 可 以 看 成 这 个 向 量 组 的 极 
大 线性 无 关 组 . 同 理 也 可 以 找到 子 空间 的 基 . 


Üa ,as ,…,a- 是 向 量 空间 V 的 一 个 基 , 则 V 中 任 一 向 量 x 可 以 唯一 表示 为 
x= k @ T+ k a, + + ka, , 
其 中 系数 & ,ks,…,k, 称 为 向 量 x 在 基 a ,as,… ,a, 下 的 坐标 . 


1 0 0 

0 0 
例如 向 量 组 ea 一 | ，|,e 一 | . | e, = 是 R" 的 一 个 基 , 对 任 一 nn 维 向 量 x 二 Lx， 

0 0 1 


wj" 有 


x = xe, + ze, + =°" + z,e,- 
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Zaa, a, 是 向 量 空间 V 的 一 个 基 , 如 果 @i ,a: ,… ,a, 两 两 正 交 , 且 都 是 单位 向 量 ， 

则 称 w ,a; ,… a, 是 V 的 一 个 规范 正 交 基 . 对 任 一 xEV, 有 
x=k e +k ea, ttk an JEP k; = (x,a), i = 1,2, ,7 

3. BF MRAEDEU BRE R AR 

以 三 维 空间 为 例 , 设 a ,a; ,as 是 三 维 向 量 空 间 R’ 的 一 个 旧 基 ,8 ,及 ,及 是 R° 的 一 个 新 
基 ,并 设 

[2 -$ -B ] = La: ,a: .a, |P ( 基 变 换 公 式 )， 
则 称 书 为 从 旧 基 到 新 基 的 过 渡 和 矩阵 ,有 
P = [aa e, [8 -R B]. 
设 向 量 x=[xi,xz ,x3j" 在 旧 基 和 新 基 下 的 坐标 分 别 为 y ,ys ,ys 和 = szesz, B 


Ji = 
x = [a sex sas ]| y: |= [B ,及 ,8B] z |> 
Js Z3 
zı y Ji 
"| =[B -R B] ' La a “| :| > |, 称 为 从 旧 坐 标 到 新 坐标 的 坐标 变换 公式 . 
zs V3 ys 


AMEER 向 量 组 线性 相关 性 


S 魔 研 君 点 睛 
涉及 向 量 组 线性 相关 性 的 证 明 或 计算 问题 ,主要 从 “线性 相关 性 定义 ”“ 齐 次 线性 方程 
组 的 解 ” 以 及 “给 阵 及 向 量 组 的 秩 ” 三 个 角度 出 发 ,搭建 三 者 联系 ,从 而 将 三 个 问题 通过 分 
析 转 化 为 一 个 问题 . 
对 于 nn 个 m 维 向 量 al ,az ,as, 有 如 下 对 应 关系 : 
线性 相关 定义 式 : Aia 十 aa 十 … 十 av 一 0 (BR 
转化 


[a -a:a | . |=0 ONS) 


Ea 
$ A= [aea], 
天 三 [AR 
齐 次 线性 方程 组 : Ax = 0 (形式 三 ) 
从 以 上 三 种 形式 可 以 看 出 ,有 关 向 量 组 线性 相关 性 的 问题 可 以 与 齐 次 线性 方程 组 的 
解 挂钩 . 按照 A 一 [@ ,as，,…,@, |] 是否 为 方 阵 分 成 两 类 问题 详解 . 
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类 型 一 : A 为 一 般 阵 ( 向 量 组 由 n 个 m 维 向 量 组 成 ) 


[e a o aet | 
n a 
tikatkat- -+k MY 只 有 -= Sk Oh], 
石 ， 刁 ，…'， 态 中 至 少 人 有 一 个 不 为 0 kartka- ` +k, OA BR V. 


Ax=0f8 E 218 
Ara Qz +e @)<n 


类 型 二 : A 为 方 阵 (向 量 组 由 nn 个 n 维 向 量 组 成 ) 
，%% 线 性 相关 性 问题 OH) | 


ki 
| < 
x 7 


Ql G>. e 


REX 


Ax=-0411[ 286 


1d)Fr(al，o，… TEEN 


4 的 行 ( 列 ) 向 其 组 均 相 关 
£: 


4 的 行列 ) 向 二 组 岁 万 关 
@ 


ARTË 


4 至 少 有 一 个 特征 值 为 0 4 的 特征 值 均 不 为 0 


考题 一 : 数值 型 向量 组 线性 相关 性 考题 


2 魔 研 君 点 睛 
数值 型 向 量 组 线性 相关 性 问题 特点 是 各 个 向 量 分 量 已 知 , 或 含有 待定 参量 ,此 类 问题 
往往 可 以 从 “ 秩 ” 和 “行列 式 ” 两 个 角度 进行 处 理 . 但 要 注意 的 是 ,首先 要 看 A= [ea ,az ,…， 
a, |] 是否 为 方 阵 , 只 有 方 阵 才 可 求 行列 式 . 
【 例 3.4】 # mia 
K.W :一 š 


Bo eh 


2]',a =[1,3,—t,—2t]" ,a,=[1,—1,6,0]r REH 


56 


由 于 ai ,as ,as 线性 相关 , 则 有 rla ,as a, ) <3,%& 


j. A f j i 1 £ M. à 
| 1 3-1 0 1 —1 0. | 

Caesa a a el loaie al lo arl 
=2 = 0 0 4 1 0 0 0 


M) /=2. 
【 例 33.5] ika =[1.1,1]" æ =[1.2,2]" a; =[2,3,t]". 
(1) 求 1 为 何 值 时 ,a ,as ,as 线性 无 关 ? 
(2) 求 1+ 为何 值 时 ,a ,az ,as 线性 相关 ; 且 除 极 大 无 关 组 外 ,剩余 向 量 用 极 大 无 关 组 表 
示 出 来 . 
记 A=[a ,az ,as ] 为 方 阵 . 
ai ,az ,as 线性 相关 rla ,az a.) < 3° | A |= 0, 
a ,az a, 线性 无 关 Orla aa) = 3 | A |Z 0, 
则 两 种 思路 从 行列 式 或 秩 入 手 均 可 . 


方法 1 A=[a ,az ,as] 一 


1 1 2 1 1 2 
2 :|| 1 1 | 可 知 当 t 一 3 时 ,r(4) 一 r(al ,az ， 
I 2 š 0 0 £—3 

as ) 一 2 一 3, 则 al ,az ,as 线性 相关 , 当 23 #F,r(A)=r(a az ,as) 一 3, 则 al ,as ,as 线性 无 关 . 


当 t=3 时 , 知 
1 1 2 1 Ọ 1 
0 1 J f 1 | 
0 Ó Ó 0 0 O 


al ,as 为 al ,az ,as 的 一 个 极 大 无 关 组 , Ba, =a Ha. 
1 1 2 
1 2 3 
1 2 t 
3 时 ,|4| 天 0, 则 ai ,as ,as 线性 无 关 , 极 大 无 关 组 求解 同方 法 1. 
孝 题 二 : 抽象 型 向 量 组 线性 相关 性 考题 


< 魔 研 君 点 睛 
抽象 型 向 量 组 指向 量 组 中 各 向 量 分 量 未 知 . 此 类 问题 通常 从 “定义 ”向量 组 的 秩 ” 及 
“ 齐 次 线性 方程 组 的 解 ” 三 个 方面 处 理 . 
方法 1 Rk atk: @s 十 … 十 ka, 二 0, 进 行 恒 等 变 形 ,看 式 子 成 立 的 ;的 情况 . 
方法 2 rla az ,au) 一 7 后 线性 无 关 ,r(al a... aq.) n L aX. 
方法 3 令 4=[aas ,…,a,], 则 
Ax 一 0 只 有 零 解 后 线性 无 关 ， 
Ax 一 0 有 非 零 解 > 线性 相关 . 


A = [a œ a] > 


t 一 3, 可 知 当 t=3 时 ,|4| 王 0, 则 ai ,as ,as 线性 相关 , 当 Z 
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【 例 3.6】 设 向 量 组 ai ,as ,as a, 线性 无 关 , 则 向 量 组 ( J 

(A) ai +a: ,@; +a; ,as +a, ,al 十 ai 线性 无 关 

(B) a, 一 az ‚a: 一 as ‚a; 一 al ya 一 al 线性 无 关 

(C) ai +a: ,as 十 as ,as +a, ,as 一 ai 线性 无 关 

(D) @ Ta; a, 十 as ,as 一 at ,ai 一 ai 线性 无 关 

首先 ,由 题 设 可 得 

(A) (@ 十 ea: ) 一 (az 十 as ) 十 (as 十 ae ) 一 (as 十 ai) 一 0， 

(B) (ai 一 az ) + (z; 一 as ) 十 (as —a,) + (G, 一 al ) 一 0， 

(D) (ai +a; ) — (G; +a, )+ (a, —a,) + (e, 一 al ) 一 0， 
可 见 (A),(B),(D) 均 线性 相关 , 则 选 (C). 

单独 看 (C) 选 项 ,从 两 种 方法 证 明 其 线性 无 关 . 

方法 1 用 定义 . 

设 i(@i 十 @2) 十 kz(@; Ha ) +k: (a +a ) +b (@ —a ) 二 0, 得 (ki 一 ki)@ 十 (ki 十 kz)@z 十 
(k, 十 Rs )as + (k, +k, )a, 一 0. 

由 于 ai ,az ,as ,Qi 线性 无 关 , 则 


kı—k, = 0, 
TOE Sia = = is 
k, +k; = 0, 
k, +Ë = 0 
则 向 量 组 线性 无 关 . 
方法 2 用 秩 . 
1 0 0 —1 
[ai +a: a +a; ,as +a sa —a ] = [a ,as a, a, = h g. 
0-1 0 
0 0 1 Į 
100 =i 
1 1 0 0 
由 于 1 天 0, 则 rla +a: ,as 十 as ,as Ha, ,ai 一 al ) 一 r(al ,az ,as ,al ) 一 4, 故 向 量 
0 0 1 1 
组 线性 无 关 . 


【 例 3.7】 设 B 是 非 齐 次 线性 方程 组 Ax ==b 的 一 个 解 ,a .gs，… ,a; 是 对 应 的 齐 次 线性 
方程 组 的 一 个 基础 解 系 , 证 明 : 
(1) B ,aas a, 线性 无 关 ; 
(2) B.B +a B +a: . -B +a, 线性 无 关 . 
(1) 设 
Ai al 十 aas 十 … 十 sa 十 RHB 一 0， ° 
BB + 3 L A # F£, WJ 


Ai4al + k:Aa: +: +k Aa, + k. AB = 0, © 


EJ 


所 第 3 章 HE 


M] k. AB 一 0, 则 ,41b 一 0, 故 ,+1 二 0. 回 代 入 四 中 , 则 ki a 十 as 十 … 十 Ra 一 0. 
由 于 ai ,as ,… sa, 线性 无 关 , 则 bi 一 局 一 … 一 太一 0, 故 ml a a P REER. 
(2) 设 


ki(B+a) d ko (B+ a.) +- +k B+a) +k B= 0 © 
Ək a, Hk: a, +e +H ka, + Cki +k: + T kaa) B= 0. @ 
两 边 同时 右 乘 以 4, 则 
kiAai 十 kAas + + +k Aa, + (b + + + kaa )AB = 0, 
化 简 得 (i 十 ks 十 … 十 k; 十 ks41)5 二 0, 则 i 十 kz 十 … 十 ks41 二 0. 回 代 入 @, 则 
kia +k:@ +° + ka, = 0, 
同 (1) 中 方法 , 则 =b = =k, =0, 4p +a: B +a: B +a BRAR. EE, 
[0] 3.8] 设 向 量 组 B: BBB, 可 由 向 量 组 A : a ,as ,…,a, 线性 表示 为 
CB: 记忆] = [ei +a, 0, JC, 
其 中 C n> n 矩阵 , 且 向 量 组 A 线性 无 关 , 证 明 : 向 量 组 B 线性 无 关 的 充分 必要 条 件 为 
r(C)=n. 
记 B=[B,B,…,B,],A=[a a, a, ], BJ B=AC. 
(1) 必要 性 ( 秩 ). 
由 于 如 向 量 组 线性 无 关 , 则 r(B)=r(B B eB) =n, A 
r(B) = r(AC) < r(C)=r(C) > n. e° 
又 因为 C3nXn EB, 


rC) <n, © 
所 以 由 由、 四 知 r(C)=n. 
(2) 充分 性 . 
方法 1 用 秩 . 
由 于 r(C) 王 ?2, 则 C 可 逆 , 故 
r(B) = r(AC) = r(A). 
X B Jara, a, 线性 无 关 , 则 
r(A) = r(@i,@ ,a,) = n, 
则 r(B)=r(f BRB) =n, WJ B 向 量 组 线性 无 关 . 
方法 2 用 方程 组 . 
设 Bx 一 0, 则 可 知 ACx=0. £ Cx 二 BB , 则 有 
AB = 0. 
由 于 
A 的 列 向 量 线性 无 关 二 B= 二 0， 
Ep ACx=0—AB =0SB8 二 0, 于 是 有 Cx 一 0. 已 知 r(C) 二 n, 可 推出 x 一 0, 即 当 Bx 一 0 时 ,x 二 
0, 故 如 的 列 向 量 线性 无 关 . 证 毕 . 
【 例 3.9】 it AE nXm E.B 是 mXn 和 矩阵 ,其 中 二 m,E 是 nn 阶 单位 矩阵 , 若 AB= 
E ÀE: B 的 列 向 量 组 线性 无 关 . 
方法 1 用 定义 . 
记 B=[P; R B, ]; II kı B +k: 展 十 … 十 kB 一 0, 则 
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k, =0, 4B, 


kı 


kz 


kı 


kz 


可 知 AB 一 0 之 五 一 0, Pp 
k, 

a 线性 无 关 . 

方法 2 用 秩 . 

则 rCB)= (B D... BO =n MB B... B. 线性 无 关 . 


用 方程 组 . 


n = r(E) = r(AB) < r(B) < n, 


n.M) x 


0, 则 B 653] 6 $ X 


方法 3 
it Bx 一 0, 则 4Bx 一 0, 其 中 4 有 一 已 , 则 有 Ex=0. m r(E) 


U 


性 无 关 . 证 毕 . 
S 魔 研 君 点 睛 
比较 而 言 , 明 显 方法 2 更 简单 直接 . 当 遇 到 线性 相关 性 证 明 题 时 ,能 用 秩 就 用 秩 , 并 且 
矩阵 秩 的 相关 公式 一 定 要 热 练 . 
【 例 3.10] 设 向 量 组 w ,as ,…，a'(t 一 2) 线 性 无 关 ，, 令 
B =a +a +: +a. B = a +a + 


B =a ta tta, 
证 明 : B.B... B. 线性 无 关 . 


方法 1 MRA. 
k kı B b, B. + bB, = 0.0 
k) (ay + es + °° + e,) + ks (G, + as + °° + e,) + °° + k,(@, +@, + *" + @G,-,) = 0, 
EP (h o E a, + Cki dh do k) +H + Cki Hek- a50. 
由 于 ai ,as ,… ,@, 线性 无 关 , 则 有 
ka +k; +e +k, = 0, 0 1 1) /kı 
ki +k; +e +k = 0, 1 Ó ` $k En 
: Oo Se a Da 
ki tk: +e +k = 0 1 1 0/\k 
0 1 … 1 Ë CM si 
L @ s i L o “° š 
i FOW Ma = S I 
1 i 0 1 1 0 
Ï 1 … 1 
=Q 9. 
一 1 


= (@t—1)(— 1)” Z 0, 


www 


z] 


“H37 向 量 


则 kı =k: = =k, =0, p B. 8 线性 无 关 . 


方法 2 用 秩 . 
由 题 意 可 知 
0 1 f 
| WO w 3 
[B BB] — Laer), + .. 1 
1 1 0 
0 1 1 


1 e i 
w B=[p Bp] A= Taaa] C= a .| 网 同方 法 1,1C| 天 0, 骨 


r(B)=r(AC)=r(A). 
H Faaa, 线性 无 关 , 可 知 r(4) 一 r(al aa) =t r(B)=r(8 B eB = 
t Wp- BoB 线性 无 关 . 
< 魔 研 君 点 睛 
(1) 本 题 对 于 向 量 组 线性 相关 性 证 明 的 两 种 处 理 方式 都 属于 最 基本 的 方法 . 用 秩 和 
用 定义 , 相 比较 而 言 , 首 选用 秩 . 
(2) 当 遇 到 某 向 量 组 由 另 一 向 量 组 表示 时 ,应 立即 想到 将 前 者 所 形成 的 矩阵 写成 后 
者 形成 的 矩阵 再 乘 以 另 一 矩阵 的 形式 ,如 : 
有 Skatkaæ tka kı kı 3 
B = ki a, +ks a, + ks a => [B $ R] = [a va: ae ks ks |. 
ententen ks ke ks 


线性 表示 相关 考题 


S J W E sa BË 
这 类 问题 的 一 个 突出 特点 就 是 “一 个 向 量 和 一 个 向 量 组 之 间 的 关系 ”, 笼 统 点 讲 就 是 
“该 向 量 能 否 被 一 个 向 量 组 表示 ”, 如 若 再 进行 细 化 , 那 就 是 进一步 讨论 “表示 唯一 ”表示 


无 穷 多 个 ”不 能 表示 ”了 . 
对 于 nn 个 m 维 向 量 a ,as，…,a, 和 一 个 m 维 向 量 B 而 言 : 
有 由 ai ,az ,…,a, 线性 表示 : zí 十 za 十 … 十 za 一 有 (形式 一 ) 
转化 
Tı 
[a ,as san] E = 有 (形式 二 ) 
Ee 
| 记 4 = [a æ ,…,a,]， 
x = [zi s Z+ + st] 
非 齐 次 线性 方程 组 : Ax = B (形式 三 ) 
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方法 : PATT ha ,as，,…,@, 线性 表示 后 4x 一 8 是否 有 解 . 


Ea 


(AA. P. 
pi 
(Q Q -+---, Oa Q +e 0 月 
a 


Ax pii —iE APBHER ZNE Ax pithi 
SPHA RR || S BHARI RRR || S87 AKI 
ZH ME - HERT - 问 虽 表示 


4Ax=B， 其 中 4 为 方 阵 


由 线性 表示 的 三 种 形式 可 以 看 出 ,线性 表示 问题 可 以 转化 为 非 齐 次 线性 方程 组 的 求 
解 问题 . 
【 例 3.11] 已 知 向 量 组 @ =[1,1,2,2]" e 二 [1,2,1,3]",@; 王 [1, 一 1,4,0]". 问 p= 
[1,0,3,1J" IEF Ha ,az ,as 线性 表示 , 若 能 表示 , 写 出 表达 形式 . 
Tı 


GUD iB — x, a zr; wz 十 zaas, 则 所 求 等 价 于 [ai sa, ,as ]| zs | 二 是 否 有 解 , 则 


=s 

W. 1. 1 1 @ 3 2 

, 12 —1 o| |o 1 —2 —1 

A = [a sa, sa, í B] = w 'j ia Š ð Ki 

2 3 0 1 0 0 0 0 

可 知 r(a ,@ a, )= r(e a; a, ,8) 一 3, 则 B 可 由 ai ,as ,as 线性 表示 且 表 示 不 唯一 . 解 方程 组 得 
=3 2 — 3k 4+2 
x=k 2 | = | 2k—1 |, 
i 0 k 


故 B= (一 3 十 2) al 十 (2 一 1) as 十 Ras， 为 任意 常数 . 

【 例 3.12】 ita =[4.1.1]" -æ =[1.2:1]" ,as 一 L1,1 ,B= 二 [1,4,], 试 讨论 4 为 何 
值 时 ， 

(1) 8 可 由 ai ,az ,as 唯一 表示 ; 

(2) B 不 可 由 ai ,az .as KIR: 

(3) B 可 由 ai ,az ,as 表示 且 表 示 不 唯一 . 

设 zi a 十 zs a+r a =p , 则 有 


A TY 1 Ari 十 Xz 十 X3 = 1, 
1 À 1l||z=; |= | À 95r tàr: + zs = X, ° 
i 4 Aa X E py EAr s = 22, 


NB TE ha ,as ,as 线性 表示 转化 为 方程 组 四 的 解 问题 . 
因此 ,对 四 的 增 广 和 矩阵 进行 初等 行 变换 , 则 


A k Tor H L r... 1 1 A ; 2 
A=|1 à 1:21] —]1 2 1:4 -f A— 1 FA 加 
I T AA A.I Til 0 1—2 -下 一 直下 一 好 
1 1 A à? 
-f A=] = si-o] 
0 0 A-0 D: 1-7 


(1) 5 2Z1 B XZ —2 i .rla a.a) =r la ,as ,as:B) 一 3, 方 程 组 人 有 唯一 解 ,从 而 有 
可 由 al ,az ,as 唯一 地 线性 表示 . 


人 
(2) š A= —2 wa t =] se 
00 0:l 
H. PPB RT Ha ,as ,as 线性 表示 . 
1 1 151 
(3) oo 0 0;0|, 则 解 方程 组 得 x 一 后 [1,0, 一 1 十 已 [1 ,一 1,0] 十 
0 0 0;0 


[1,0,0], 即 x 一 [十 包 十 1, 一 已 , 一 所 下 ,其 中 心 为 任意 常数 . 
因此 ,二 (ki 十 kz 十 1)@i 十 (一 ks)@s 十 (一 k1)@s ,Ai ,As 为 任意 常数 . 
【 例 3.13】 证 明 : 若 向 量 组 a a ,…,@, 线性 无 关 , 且 @ a ,…,@, ,线性 相关 , 则 B 可 
由 ai ,as ,，……,a, 唯一 表示 . 
设 zi a 十 za æ tetara, =B EART ha ,as，…,a, 唯一 表示 ,只 需 证 


Tı 


T 
[a as ,…,@,]| |= 有 的 解 唯一 , 则 只 需 证 r(al aa) = rla aan B En. 


=, 

由 于 al ,az a, 线性 无 关 , 则 rla aan) =n. 

XA Aaa» a, ,8 线 性 相关 , 则 ra,a ,aa ,8) 一 2 十 1] 一 r(al aa B) Sn, 
H rla sa." a, B) rla a... a) =n, W r(as a... a... B) =r ao, ,0 ) =n. 
证 毕 . 

【 例 3.14] 设 向 量 8 可 由 向 量 ei ,as ,…,aw 线性 表示 ,但 不 能 由 向 量 组 工 : al ,az ,…， 
an REKK , 记 向 量 组 工 为 al ,wz ,… a, i 8 WC ý: 

(A) an 不 能 由 工 线性 表示 ,也 不 能 由 下 线性 表示 

(B) an 不 能 由 工 线性 表示 ,但 可 由 下 线性 表示 

(C) @ 可 由 工 线性 表示 ,也 可 由 下 线性 表示 

(D) a, 可 由 工 线性 表示 ,但 不 可 由 下 线性 表示 

由 于 B 可 由 al ,as ,…:an 线性 表示 , 则 存在 有 ,ks，…,k, 使 得 

kı æ, + b, a, +e + kman = B. ° 
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车 ,一 0, 则 二 ki a, Hk: @s 十 … 十 ki@Qm-1， 表 示 忆 可 由 上 [表示 ,与 已 知 条 件 矛 盾 , 则 
kn 0. 由 四 知 


a ki p finak 
m pa ks 2 


NOR la, 可 由 开 表 示 , 可 排除 (A),(D) 选 项 . 

假设 ww TH IAT, UAE isz ,Xm-1， 使 得 

an = À, @ + À> as 十 … 十 Me ami- @ 

将 回回 代 四 中 ,可 知 B 可 由 工 表示 ,这 与 已 知 条 件 矛盾 , 故 ew 不 可 由 工 表示 . 故 选 (B). 

[5] 3.15] EA rla a: ,as ) 一 2,r(az ,as a) =3, Ù]: 

(1) a 可 和 否 由 cs ,as 表示 ? 

(2) a, 可否 由 al ,ay .a, KIR? 

(1) 由 题 可 知 rla ,as ,ai ) 一 3 一 az ,ai ,Qi 线性 无 关 一 as ,ai 线性 无 关 ,r(@i ,az ， 
as ) 一 2 一 al ,az ,as 线性 相关 . 

根据 例 3.13 Ta 可 由 as ,ai 唯一 表示 . 

(2) 由 (1) 知 ai,as ,as 线性 相关 一 al ,as ,as ,Qi 线性 相关 , 且 @, ,ai ,al 线性 无 关 , 则 ai 可 
由 as ,as a, 唯一 表示 . 不 妨 设 a =k as 十 ks as 十 As a, tJ 


m1 1 
p ea + z8 ， @ 


r(a,,a,.a,.a,) = r(Ë, @ + k; as + ks a sa ‚a; ,ai) = r(a,,a,,a.) = 3, 
因此 r(a,.a,.a,.a,)Z r(ai,a,,a,)=2.,Wa, 不 可 由 al ,as ,as 表示 . 


向 量 组 间 互 相 表 示 相关 问题 
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若 向 量 组 妃 ,bs，,…,b,, 可 由 向 量 组 al ,az ,…:a, 表示 , 则 


zna zea j+ Harna, =b, [bi Wa a:a, RE], 


Ta @ 十 zaz gz 十 … 十 Zongn = b, [b: Wa a:a 表示 ]， 


Xm Qi 十 Cm @ + … 十 ran a, 一 b, [8。 由 alyaz a, 表示 ]. 


以 3 个 向 量 的 向 量 组 为 例 进行 分 析 : 


[a ,az ,as]| z: |= b, 


Zu @ +z @ + z @; = bi, EZI 


Zn Qi + z gz + T3 G, = b, 4 la +a; as]| zz |= bz, 


Ta @ 十 Zaz G 十 Zas ca = b; T23 


La: ,az ,as]| z |= b, 


Axı = b... 
ia=[e a, e] 
< ofe b: SALxı ,x; , xs ] = [bi ,b, ,b; ] 


T 
x =la :2713 
x, = [x21 zaza 11, 


s =la 232233] 


记 B 一 [0 ,b,.b,] 
< >Ax = BEEJ 42). 


方法 : | 8 的 列 向 最 可 理 山 4 的 列 向 最 表 示 合 4r=6 是 否 有 解 | 


[二 


1 
r(Ay(A:B), 
ma me, QnA G>, `: G; bi: bx: +++ ba) 
多 AP < ran 
D h. br tes b, 
a aan E @ br ba -e bn O br bx ---, brith 
回 4x=8 无 解 Ql， O>, …，@ 叭 -表示 ， gl，m，… ，on 表 示 有 表示 方法 有 无 分 多 个 ， 
© 4x=B8 有 唯一 解 Ó A= BfiJ2 fW 
A=0 国产 0 


14F0 


Ax=B， 其 中 4 为 方 阵 


【 例 3.16] 设 向 量 组 w =[1.0,1]" a =[0,1.1]".a; =[1.3,5]" 不 能 由 向 量 组 pB = 
[1,1,1] k =[1,2,3]" p =[3,4,a]" 线性 表示 . 

(1) R a 的 值 ; 

(2) 将 B ,及 -B Ha ,az ,as 线性 表示 . 

GD O) 假设 |B .pD..B.| 0.0 È diga, ,as ,as 一 定 可 以 由 向 量 组 忆 eB 表示 且 


EE 
REEE e5 Uki 3 |D .B..B. | —0 l 0 p.p |= 1 2 4|=o, 
1 3 a 


所 以 a=5. 

(2)“ 向 量 组 B , 尼 ,民用 向 量 组 al ,az ,as k FU EE TB pp 均 可 由 向 量 组 al ,as ,as 
表示 ”, 则 zi a, z; a, zs as 一 BC 一 1,2,3) 均 有 解 , 则 将 (al ,as ,as : B. .B. . B.) t 4T 30 5 45 
变换 , 故 有 


J O Pil T 2 O pil T 3 
(a .a,.a,,.B .B..B.)= 10 1 3 1 2 4|>|0 1 3:1 2 4 
1 1 5:1 3 5 0 1 4:0 2 2 
1 04 1 1 3 1 0 0 2 1 5 
= 4.3 1 2 4 -fe 1, @ 4 2 10|， 
0. 0 Ji 1 0... 2 0 @. li i—1 ¢ =—2 
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fı =2 a, +4 a: —a,B, =a +2 a: R =5 a T l0a,—2as,. 


CELB 向 量 组 等 价 相关 考题 


向 

= Q 02，… On zs HE. fu qasi a AX=B. 
Hle SP D. l. B [mm Bi B Boe | | pe4 
ñ 可 以 与 相 表 示 IB. Be o Bpl ex > G] H fit 


k. V _ - 
r(Ar(B=r(A | 中 一 一 Bb 


"(B)-r(B' A) 


z 魔 研 君 点 睛 

(1) EB fE F| T E E fr. 向 量 组 等 价 定义 为 两 个 向 量 组 可 以 互相 表示 ,但 
“EBE A Áo B 等 价 ”的 充分 必要 条 件 为 “A 与 B F| H r(A)=r(B)”. 

(2) 设 al ,as，…,Q, 为 向 量 组 A 的 极 大 无 关 组 , 则 al a... a. 与 向 量 组 A 等 价 . 


【 例 3.17】 判断 向 量 组 w 二 [1,0,1,1]" ,@s 二 [1,1,3,2]" 与 向 量 组 B= 二 [2,1,1,2]"， 
B.=[1.1.0.1]'.8,=[4,3.1,.4]r 是 否 等 价 . 

两 个 向 量 组 等 价 的 充分 必要 条 件 为 
(aa...) BB BS a aa) = r (ai va, "a, B B... R) (BB ,8B). 
112 1 4 (11 2 1 Ą /100 -—1 —2 
0 1 W b 31 16 j L 34 231 16.1: O 0 0 
ig 1 ó i” |w 2 =r =i =s looi i3 
| 2 9 ra 0 1 © .0 0 0 0 0 0 0 
显然 r(al ,az ) 一 2 ,而 ral,@ p R .B.)= 3.5 v 5 4 6) 3 28 + 3 fr. 

【 例 3.18〗 设 A,B,C 均 为 n Br Hi BE. AB=C. H. B 可 道 , 则 ( j; 

CA) HERE C 的 行 向 量 组 与 矩阵 4 的 行 向 量 组 等 价 

(B) 矩阵 C 的 列 向 量 组 与 矩阵 4 的 列 向 量 组 等 价 

(C) 矩阵 C 的 行 向 量 组 与 矩阵 如 的 行 向 量 组 等 价 

(D) EPE C 的 列 向 量 组 与 矩阵 如 的 列 向 量 组 等 价 

由 于 4B 一 C, 则 AX=C HHSC 的 列 向 量 可 由 A 的 列 向 量 表示 .又 加 可 逆 , 则 
A=C+ B -一 C.B 一 人 , 即 CX 一 人 A 有 解 一 A 的 列 向 量 可 由 C 的 列 向 量 表示 ,故人 A 与 C 的 
列 向 量 等 价 . 故 选 (B). 

【 例 3. 19】 设 有 向 量 组 I: w 王 [1,0,2],w 王 [1,1,3]7,as 王 [1, 一 1,e 十 2]7 A I: 
及 =[1,2,a 十 3]? ,及 =[2,1,o 十 6]7, 及 =[2,1,c 十 4]. 试 问 ， 

(1) "qa 为 何 值 时 ,向 量 组 工 与 向 量 组 下 等 价 ? 

(2) 当 a 为 何 值 时 ,向 量 组 1 与 向 量 组 了 [不 等 价 ? 

进行 初等 行 变换 . 


Ca ,@ -P -B B) = 


1 i 1 1 2 2 
[a -æ 20: B. .p..B.]= |o 1 —1 六 1 1 
2 3 a+2:la+3 a+G6 aț4 


L r 2 一 1 ï 1 
01 —1 2 n 1 | 
= 

(1) 3 a+10 时 ,r(ai ,az ,as ) 一 3, 则 向 量 组 al ,as ,as 线性 无 关 , 所 以 有 ,及 ,有 可 由 ai ， 
a ,ai 线性 表示 . 且 此 时 行列 式 | 忆 $ B l=, A re RB) =, ta ,as ,as 可 由 有 ,及 .有 
线性 表示 . 因此 向 量 组 工 与 向 量 组 开 等 价 . 
re =i] 1 
Ü J =l e 3 
0 0 0 — 0 =2 
a: ,03) 一 2 一 r(al ,az ,as R )=3. F AB 不 能 由 ai ,as ,as 线性 表示 , 故 两 个 向 量 组 不 等 价 

【 例 3. 20】 设 ” 维 列 向 量 组 ai ,es ,… a, (7 二 2) 线性 无 关 , 则 交 维 列 向 量 组 B, ,BB ,，…， 
Ba 线性 无 关 的 充分 必要 条 件 为 ( ). 

(A) 向 量 组 a ,as ,… ,aw 可 由 向 量 组 8, ,让 ,…,B, 线性 表示 

(B) 向 量 组 B B... B. 可 由 向 量 组 ai ,as ,… ,a 线性 表示 

(C) 向量 组 al ,as ,… ,an 与 向 量 组 B， :及 .NB 等 价 

(D) 矩阵 A 二 (@ ,qs,… an) Ej EBE B= (8. p o B D EN 

(A) 为 充分 但 非 必要 条 件 : 若 向 量 组 ai ,az ,…,an 可 由 向 量 组 B p... B. A 
性 表示 , 则 一 定 可 推导 出 忆 , 尼 ,… ,BB, 线性 无 关 . AARP Rph 线性 相关 ,ra ,az ，…， 
a,)<m. Wa, .a,. ,a 必 线 性 相关 ,矛盾 . 但 反 过 来 不 成 立 , 如 当 罗 一 1 时 ,@ =[1,0]", 
B. =[0.,1]' 均 为 单个 非 零 向 量 ,是 线性 相关 的 ,但 mw 并 不 能 用 忆 线性 表示 . 

(B) 为 既 非 充分 又 非 必 要 条 件 : 如 当 罗 一 1 时 ,考虑 @ 一 [1,0]7,B 王 [0,1]7 均线 性 无 
关 ，, 但 并 不 能 由 @&i 线性 表示 ,必要 性 不 成 立 ; Lwa =[1,0] p =[0.0]U,s ha, 线性 表 
TAR 并 非 线 性 无 关 , 充 分 性 也 不 成 立 . 

(C) 为 充分 但 非 必 要 条 件 : 若 向 量 组 ma ,az ,…，,an 与 向 量 组 Bi ,及 ,…, 有 ,等 价 ,由 ai ， 
@ ,an 线性 无 关 知 六 (用 民有) 一 r(al as，… Qa) 二 mm, 因此 局 , 尼 ,… ,线性 无 关 , 充 
分 性 成 立 ; 5 m=1 时 ,考虑 @ 二 [1,0] 人 ,局 二 [0,1]" 均线 性 无 关 , 但 @i 与 BL 并 不 是 等 价 的 ， 
必要 性 不 成 立 . 

(D) FEE A= (la ,@ ,an) 与 矩阵 及 一 (用 ,B,…:B) 等 价 全 r(4) 一 -COB) 人 -有 有, 
Ba) Erla ,@ ,…,an) 一 7 ,因此 是 向 量 组 B ,及 ,… ,有 ,线性 无 关 的 充 要 条 件 . 故 选 (D). 


S 魔 研 君 点 睛 
ŽP B... ,可 由 Ql ,as，…,@s KEN) re Roton) rla aa yan). 


TEED 向 量 组 的 极 大 无 关 组 和 秩 

1. 求 秩 
第 1 步 : 将 向 量 组 中 各 向 量 作为 列 向 量 构成 矩阵 ; 
第 2 步 : 对 给 阵 进行 初等 行 变换 求 秩 ; 
第 3 步 : 矩阵 秩 王 列 向 量 组 的 秩 . 

2. 求 极 大 无 关 组 

第 1 步 : 同 求 秩 第 1 步 ; 


(2) 当 a+1=0 时 ,有 [al a, .a,.B. RB] +J RT rla, 
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第 2 步 : 对 适 阵 进行 初等 行 变换 ; 

第 3 步 : 化 为 行 阶梯 形 矩 阵 后 ,每 个 阶梯 上 取 一 列 ( 一 般 取 阶梯 口 处 ), 对 应 向 量 所 构成 
向 量 组 即 为 极 大 无 关 组 . 

【 例 3.21】 给 定向 量 组 


t i 一 2 4 

2 —1 —1 2 
«= | p e, = al as = >| “= j «= | | 

3 6 =p 7 9 


(1) 求 向 量 组 的 秩 ; 
(2) 求 此 向 量 组 的 一 个 极 大 无 关 组 ,并 把 其 余 向 量 用 该 极 大 无 关 组 表示 . 
GUD (1) 以 ai ,az asa: ,as 为 列 构成 矩阵 ,然后 作 初 等 行 变换 . 
Ì 1 —2 14 1 1—2 1 4 


_ | |2 ==. —1 1 2 0 —3 š —1 —6 
A= [a ,az sas ,at sas | = 4 —6 2 —2 "á 0 —5 5 —3 —6 
3 6 — 9 # 9 0 3 一 3 4 一 3 
1 $£ =2 1 4 Ei =z 3 +4 
ee 0 1 —1 1 0| E S 0 =B, 
0 一 5 5 一 3 一 6 0 0 011 一 3 
0 3 = 3 4 —3 0 0 0 0 0 


H] r(A) =r(a ,az ,ai ,al ,ai ) 一 r( 及 ) 一 3. 
(2) 从 每 个 阶梯 上 选 一 列 , 这 里 选 阶梯 口 处 所 对 应 列 , 即 al ,az ,Qi 为 极 大 无 关 组 . 
进一步 将 如 化 为 行 最 简 形 矩阵 (ai ,az ,a, 所 对 应 列 除 阶梯 所 在 位 置 元 素 为 1 外 ,其 余 全 


部 为 0) , 则 
1 1 —2 1 4 10 —1 0 4 
0 1 —1 1 0 01 —1 0 3 
A>B> > b 
0 0 0 l -3 00 0 1 =3 
owo Wo O 00 00 0 


S , , , 
a Q2 Q: a, es 


ERa =— lai t(—1)a: +0 ° a.a; =4ai +3 a: +(—3)a; tka ai 一 az as =4 a + 
3—3 a. 

【 例 3. 22〗 设 四 维 向 量 组 w =[1+a,1,1,1] æ =[2,2+a,2,2]" æ =[3,3,3+a,3]", 
ai 一 [4,4,4,4 十 oj. 问 a 为 何 值 时 ,al ,as ,as ,ai 线性 相关 ? Ma ,az ,as ,ai 线性 相关 时 , 求 
其 一 个 极 大 线性 无 关 组 ,并 将 其 余 向 量 用 该 极 大 线性 无 关 组 线性 表示 . 

16 E PË A= (a :as ,as +a, ) + WJ 


l+a 2 3 4 
1 2+a 3 4 ; 
14 |= = (a + 10)a°. 
| 2 3+a 4 
1 2 3 4 十 a 


于 是 , 当 a=0 X a=—10 H.a a a a, 线性 相关 . 
当 4 二 0 时 ,ai 为 al ,az ,ai a, 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 , Ha, =2 a a; =3 a s.a 一 4ai. 
当 一 一 10 时 ,对 A 作 初 等 行 变换 : 


—9 2 34 一 9 Ë 3 4 
a=] 178 3 4| |10 -1 0 0 
1 2 —7 4 10 0 一 10 0 
L :2 10 0 0 一 10 
0 0 0 0 
1 -1 0 0 
>, o -1 o| BBB). 


1 0 0 =1 
H FR B. B. AB B. ,B; B AHR XA X Ha, e =e B B. ša ,as ,ai 为 
ai ,az ,as ,Qi 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 , 且 wi 一 一 az 一 as 一 Qi . 


向 量 空间 的 基 、 过 渡 和 矩阵 以 及 坐标 
【 例 3. 23】 从 R° 的 基 @ 一 (小 -| jaxe = (i)e = (,) iata sre 


sp 题 型 六 : 


为 


根据 定义 ,从 R #za-[i]a-[_ jase- eò, arrera 


mara 


【 例 3.24】 设 向 量 组 w asa 为 R: 的 一 个 基 , 目 Bl = 2 a + 2kas B = 2 a, B, =a + 
(CR 十 1)as. 

(1) 证 明 向 量 组 B ,8 ,8 为 R 的 一 个 基 ; 

(2) 当 上 为 何 值 时 ,存在 非 零 向 量 和 在 基 ai ,as ,as AE p. Bop 下 的 坐标 相同 ,并 求 出 
所 有 这 样 的 &. 

(1) (B ,BB )= (2 a +2ka; ,2 a, :ai 十 (十 1)as) 


2 0 1 
一 (al,az'as)|0 2 0 |, 


2k 0 k+1 
2 0 1 
o 2 o |= 2 1 |=-4Z0 
2k k+1 i 
2k 0 k+1 
APBB 为 R 的 一 个 基 . 


(2) 由 题 意 知 
E= ki B +i, b +k. Ë, — bia Thea, ha, €< 0. 
即 
b. (8. — a) + k, (Ü, — a) + k (Ü, —a,) = 0. k; #0,i = 1.,.2.3, 
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ki(2@ + 2k, — a) + k (2 a; — as) + ks (a, + (Ë+ 1) a, —as) = 0, 
kı (a, + 2kas ) + k; a> + ks (a) + kas) = 0 有 非 零 解 , 即 |ai + 2bas ao ,al + kas | 一 0, 则 


£ ol 
0 1 0|=0,# k=0. 
2k 0 k 


而 kı a +k: @ +k; a, =0, R] #,=0,k +k =0, %4 =k; al —Ë @ kı £0. 


a1 自 测 题 精 选 F 


1. 设 A 为 n 阶 方 阵 且 14| 二 0, 则 ( a 

(A) A 中 必 有 两 行 ( 列 ) 的 元 素 对 应 成 比例 

(B) A 中 任意 一 行 ( 列 ) 向 量 是 其 余 各 行 ( 列 ) 向 量 的 线性 组 合 
(C) A 中 必 有 一 行 ( 列 ) 向 量 是 其 余 各 行 ( 列 ) 向 量 的 线性 组 合 
(D) A 中 至 少 有 一 行 ( 列 ) 的 元 素 全 为 0 


2. Wa ,ws "a, 均 为 n 维 列 向 量 , 那 么 ,下 列 结论 正确 的 是 ( J 

(A) # ki a tko a +t knan =0, lla ,as ,… ,a 线性 相关 

(B) 若 对 任意 一 组 不 全 为 零 的 数 局 skost skm A ki ai Hke a +e +H kman #0, Dla ， 
a ,an 线性 无 关 

(C) #a ,as ,… :an 线性 相关 , 则 对 任意 一 组 不 全 为 零 的 数 ,ko，…,k 都 有 Ai a, + 
ks az 十 … 十 enan 一 0 

(D) 若 0a +0 a: +: +0 an 二 0;, 则 a ,as ,… ,a 线性 无 关 


3. 设 向 量 组 工 : @ ,as,…,@, 可 由 向 量 组 全 : 8. ,及 ,…,B 线性 表示 , 则 ( j. 
(A) `ú r<s 时 ,向 量 组 开 必 线性 相关 
(B) 当 r>s* 时 ,向 量 组 工 必 线 性 相关 
(C) 当 r<s* 时 ,向 量 组 工 必 线 性 相关 
(D) 4 r>s 时, 向量 组 工 必 线 性 相关 


4. Waaa, 均 为 n 维 列 向 量 ,A 是 六 7 矩阵 ,下 列 选项 正确 的 是 ( ). 
(A) 若 aa ,az ,…:q, 线性 相关 , 则 Aa: ,Aas,…,Aa, 线性 相关 
(B) Æ a ,az ,…:qa, 线性 相关 , 则 Aa, „Aaz se Aa, 线性 无 关 
(C) 若 aa ,…,aq, 线性 无 关 , 则 Aa, ,Aas,… Aa, 线性 相关 
(D) 若 a ,ar ,…:,a, 线性 无 关 , 则 Aa, „Aa: ,… ,4a, 线性 无 关 


5. 设 有 向 量 组 w 王 [1, 一 1,2,4]T,a 王 [0,3.1,2] ,as 一 [3,0,7.14]7,a 一 [1, 一 2,2， 
4] ,as 一 [2,1,5,10] , 则 该 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 是 ( ). 
(A) a ,az ,as (B) ai ,az ,as 


(C) a, ,as ,a5 (D) a; ,as ,al ,as 


1 O t 
7. 已 知 4=|0 1 aaa ,ha A’ a 线性 无 关 , 则 :满足 I 
6 0.1 
1. 2 1 
s. asho s ' ,三 维 列 向 量 m aa REEK, E rla Ags ,Aqs) <3, WI + W 
RR 


9. 若 向 量 p 王 [4,5,2,10] 可 由 @ = 二 [1,2,1,1]",@s =[0,1,—1,2]" a =[1,1,1,t]" 
唯一 线性 表示 , 则 :一 


10. 设 ai ,az ,as 线性 无 关 , 则 @i +a: a 十 as ,ai 十 2 a, +a, 线性 


11. EAH I: aaa; IJ Br H H : a ,as ,as ,at; 向 量 组 由 :al ,az ,as ,as ,如 果 它 
们 的 秩 分 别 为 x( 工 )=r([) 王 3,r~( 耻 ) 一 4, 求 (Ca ,as ,as ,ai 十 as ). 


12. WA dèn MEE a 是 nn 维 列 向 量 , 若 A" a 天 0,4"a = 0, UE BJ I] ht la ,4a ， 
A’ a ,…,A”!'a 线性 无 关 . 


13. 已 知 @ = 二 [1,1,0J',@s= 二 [1,3, 一 1]7,@s 二 [5,3,tJ". 试 讨论 1 的 情况 ,使 得 向 量 组 
a ,az ,as 分 别 线 性 相关 及 线性 无 关 . 


14. 设 有 向 量 组 @, =[1,3,2,0] a: =[7,0,14,3J',a,=[2,—1,0,1]J',a =[5,1,6, 
2J",@; 二 [2, 一 1,4,1]". 求 该 向 量 组 的 秩 和 一 个 极 大 无 关 组 ,并 将 剩余 向 量 用 该 极 大 无 关 组 
来 表示 . 


15. 设 有 向 量 @ 一 [a,2,10]",@s 一 [一 2,1,5]",@s 一 [一 1,1,4]*,p =[1,b,—1]". F a, 
5 为何 值 时 ,有 : 

(1) 向 量 B 不 能 由 向 量 组 gi ,az ,as 线性 表示 ; 

(2) 向 量 B 能 由 向 量 组 ai ,az ,as 线性 表示 , 且 表 示 式 唯一 ; 

(3) 向 量 B 能 由 向 量 组 ai ,as ,as 线性 表示 , 且 表 示 式 不 唯一 ,并 求 出 一 般 表 示 式 . 


16. 确定 常数 a, 使 向 量 组 gi 一 [1,1,a]',@s 一 [1,a,1]',@s 一 [a,1,1]' 可 由 向 量 组 B = 
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[1:1a] R= 2a4]" p5 2a] 线性 表示 ,但 向 量 组 B .BB .Bs 不 能 由 向 量 组 mw ， 
a ,as 线性 表示 . 


17. 设 B 是 秩 为 2 的 5X4 和 矩阵 ,@ 二 [1,1,2,3]",@s 一 [一 1,1,4, 一 1]' ,as 一 [5, 一 1， 
一 8,9]" 是 齐 次 线性 方程 组 Bx 二 0 的 解 向 量 , 求 Bx 二 0 的 解 空间 的 一 个 规范 正 交 基 . 


自 测 题解 题 参考 
1. 由 |41=0 可 知 ,4 的 列 ( 行 ) 向 量 组 线性 相关 ,由 线性 相关 概念 可 知 , 选 (C). 


2. 对 于 (A), 应 该 是 “存在 一 组 不 全 为 0 HY ki skes skm METE ki a d +b æ H H kman = 
0”, 故 错误 . 

对 于 (B) ,该 句 话 等 价 于 “ 若 k @ tk @s 十 … 十 ka 二 0, 当 且 仅 当 =k: = = kn = 
0” ita ,as ,… ,an 线性 无 关 , 正 确 . 

对 于 (C) , 题 干 中 “任意 ”应 改 为 “存在 ”, 故 错误 . 

对 于 (D), 由 线性 无 关 定 义 可 知 , 错 误 . 故 选 (B). 


3. 由 题 可 知 ， 
rla ye ea) Sr BB). 
当 7<s 时 ,r(@i,@s，… sa) 三 r(pB, 尼 ,…,B.) 三 ;, 故 不 可 确定 向 量 组 1 或 向 量 组 了 线性 
相关 性 . 
当 rs 时 ,ra sa, a Kre R BO Ss <r W ht H | 必 线 性 相关 . 故 选 (D). 


4. IHH Fla, Aa... Aa. ]= Ala -a na, ]. MD (Aa) Aa ,Aa,)Sr(a ,as 0,). 
Ma ,as ,… ,@a; 线性 相关 时 ,ra a... a.) <s, I (Aa, Aa... Aa, ) s= Aa. And... 
Aa, 线性 相关 . 故 选 (A). 


LO 3 1 2 1 0 3 1 2 
3 f. = 1 0 1 1 0 1 
5. [ai ,az ,as ,at ,as ] 一 rg 
2 1 T 2 5 00 0 一 1 0 
4 2 14 4 10 0 0 0 0 0 


HTI tha, ,as ,ai 为 向 量 组 的 一 个 极 大 无 关 组 . 故 选 (B). 


6. 由 题 意 知 , 行 向 量 形式 矩阵 行列 式 为 0, 则 
2 111 
a 


2 l a 

= (a —1)(2a — 1) = 0, 
3 21 a 
4 3 2 


Masi 或 a 一 去 .由 题 意 知 a 关 1, 则 a 一 去 . 


0 t 2t pi 1 
[a .Aa .A’a]=|1 1 i f0 e 2y 
1.1 AFi 0 0 2t 


7. t0. 
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则 当 240 时 ,a ,4a ,A? a 线性 无 关 . 


1 2 1 1 2 1 
0 + 1 0 1 1 

8. A= =e " 
2 2 0 0 l~t 


i M 0 0 0 
H Ha ,az ,as 线性 无 关 , 所 以 
r(4ai „Aa: ,4as) 一 r(4Calaz as)) = r(A) < 3, 
则 :一 1. 


9. 由 题 意 知 [@ ,as ,as x =B AE fft N rlCa ,as ,as ) 一 ~(al as ,as ,8B) 一 3, 故 [al ,as ， 


0 1 4 1 0 ji 4 
2 tI 5 0 1 1. —3 7 
.B]= > * 即 当 且 仅 当 :一 去 时 满足 . 
SS 当 且 仅 当 — ÇN 
1 2 t 10 0 0 0 7 一 中 


1 O 1 
10. Ce 1 中 
0 1 1 
L. 0. 1 101 
其 中 lB|= 1 1 2|=|0 1 1|=0. W] +-(B)<3,JMH rla +a: a: +a a, +2a +a) < 
从 1 i 0 1 1 
r(B)—3.)lja, +a: ,as +a, .a 十 2 a, +a, 线性 相关 . 


11. H + r. I )=rla a: ‚a; )=3>a; a ,as RETK. r( 1) r(a a ,asya) 一 3 一 al ， 
a a; a, 线性 相关 , 则 a, 可 由 ai ,az ,as 唯一 表示 . 
列 变换 


X rC) =rCa; ,as ,as ,as ) 一 4 一 al ,az ,as ,ai 线性 无 关 , 则 [ai ,as ,as a; 十 os] La» 
a: ,as ‚as ] , 故 rlCa ,az ,as ,ai Has ) =r Ca ,as ,as as) = 4. 
12. 1 
kı a +k:Aa + + k, A a = 0. ° 
两 边 同 时 左 乘 A WA k A" a =0, 0] ki =0. 
同 理 , 依 次 再 对 四 两 边 左 乘 4"  ,…,4. 可 得 
ki = k, = --- = kp = 0, 
则 a Aa ,…,4” a 线性 无 关 . 
i 1 5 
13. HF la æ a| = |1 3 3| =20—¢). 14 :=1 H} .a ,@ ,as 线性 相关 ; 当 t> 
0 — £ 


E 


1 时 ,ai ,as ,as 线性 无 关 . 


和 
$ o —i 1 -=i 
14. La ,az ,as ,Qi ‚a; |= 
La 2 3 4 s] 2 14 0 6 4 
@ $` 34 29 i 
2 1 
和 Lo 
| 
00110 
00000 |? 1 0 
0 0 0 0 
则 rca ,as ,as ,at ,as ) 一 3 ,一 个 极 大 无 关 组 为 al ,as ,as > Ha Sa 十 La 十 as ,as La F 
Í 
g% 
2 =% — | 1 
15. [æ +æ» B]=| 2 1 1 b 
10 3 $ =l 
2 1 š b 
$0 0 —1  —1—5b 
a a ab 
0 2 2 1 2 l 2 


W: (1) a= —4 H b#0 Bj.r(a a.a) =2<r (a a as:B) 一 3, 此 时 B 不 可 由 el ,as ,as 
表示 ; 

(2) aZ —4HB,r(a,.a,.a,)=r(a a: as B) = 3, IERTA T Ha, a, ,as 唯一 表示 ; 

(3) 当 a 一 一 4,0 一 0 Ht, WA T Haasa 表示 且 表 示 方 法 不 唯一 ,其 中 B = ta, 一 
(2& 十 1)as 十 os sk 为 任意 常数 . 


16. 由 题 知 w ,az ,as 可 由 忆 .及 B 表示 , 即 (pB.B .B. )x= Ca ,as ,as) 有 解 . 
XP: -B -B TFI Ha ,az a; KIR -D Ca -a a, )x= (B, -B B) TERM r (a, ,aas) 一 3， 
1 1 a 
即 |e ,az ,as | =0, $t la az ,as| 一 |1 a 1|= 一 (2 十 a)(e 十 1)2 一 0, 得 oa 一 1 或 一 2. 
é J] 1 
%4 a=1 时 ,有 
1111 —2 —2) /1111 —2 —2 
[e,.a..a, B. p.p ]=|1 1 1 1 3 1l>|]0o 0 0 0 3 3|， 
L. W. l 4 1 0000 0—3 
则 r(a,.a,.a,)Zr(a,.a..a,.B. RB) >R .RR 不 可 由 a ,az ,as KR.E r(B .B..B.) = 
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rla ,az yas -ĝi -B B) =3>a; -a ,as 可 由 有 ,及 , 表示 , 则 a 二 1 满足 . 
| I — 
当 a= 一 2 时 ,[B .B. -P -a ,a as] 一 | 0 0 0 0 一 3 3|.MJ (8 .B..B.)—= 
0 0 6 0 0 0 
2Zr(8. ;BB .Bao ) = 3, |a, ,az ,as 不 可 由 有 B .8 表示 , 则 a= —2 不 满足 . 
综 上 所 述 ,a 一 1. 


1 —1 5 /1 —1 5 /1 — 5 
1 1 —| o 1 -3| o 1 —3 

17. La ,az ,as ]= = —_ 
La væ +a: ] 2 4 —8| o 1 -3| lo o o 


3 一 1 9 0 1 一 3 0 0 O 
则 ra ,as ,as ) 一 2, 且 ai a, 为 其 一 个 极 大 无 关 组 . 又 解 空 间 维 数 为 一 r(4) 王 4 一 2 一 2, 则 
ee 为 解 空间 的 一 组 基 . 


_—3 
1 4 
正 交 化 : B, 1 Wa, ta P) g : 
ik SF e, 2 . e; (8..B.) il o . 
3 EN 
一 2 
m =a TE E E E RakapsuU 
单位 化 ; 0-7 D23 p= LC, 1,5, 3 Mp, 即 为 所 求 规范 正 


交 基 . 


QOO arma 


序号 考试 内 容 与 要 求 适用 科目 

L. | 会 用 克拉 默 法 则 数学 一 .二 ,三 

，。 | 理解 齐 次 线性 方程 组 有 非 夫 解 的 充分 必要 条 件 及 非 齐 次 线性 方程 组 有 解 的 | 才学 
充分 必要 条 件 H 

， | 理解 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 , 通 解 及 解 空间 的 概念 ,掌握 齐 次 线性 方程 | 天 se = 
组 的 基础 解 系 和 通 解 的 求法 ý 

4 | 理解 非 齐 次 线性 方程 组 解 的 结构 及 通 解 的 概念 数学 一 ,二 .三 

5 | 掌握 用 初等 行 变换 求解 线性 方程 组 的 方法 数学 一 ,二 三 


2. 本 章 概 要 与 重点 导 掌 

线性 方程 组 是 线性 代数 中 极其 重要 的 章节 ,同时 也 是 每 年 考研 的 一 大 热点 内 容 , 其 基本 
点 往往 都 是 围绕 “ 齐 次 线性 方程 组 求解 ”和 * 非 齐 次 线性 方程 组 求解 ”展开 的 ,所 以 大 家 在 本 
章 的 学 习 过 程 中 应 该 更 加 注重 基础 运算 ,在 基本 概念 的 掌握 和 理解 上 多 下 功夫 . 除 此 之 外 ， 
要 善于 构建 起 本 章 和 第 3 章 核心 内 容 的 联系 ,这 样 才能 更 好 地 解决 各 种 相关 类 型 问题 . 大 家 
加 油 ! 

以 下 提出 几 个 问题 ,方便 大 家 更 加 有 条 理 地 进行 复习 : 

(1) 线性 方程 组 是 否 有 解 ? 如 何 判定 ? 

(2) 若 线性 方程 组 有 解 ? 解 的 结构 如 何 ? 

(3) 若 线性 方程 组 有 解 ,怎样 求解 ? 


= 必 会 基本 内 容 


区 性 方程 组 的 表达 形式 


1. 一 般 形式 : n 个 未 知 量 ,mm 个 方程 的 齐 次 线性 方程 组 可 表示 为 
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anzíi Harz + +H ant, = br 


axa azat: 十 … +H asz, = bz, 


(4.1) 
dati Fa pes se Pg a = by 


其 中 zi ,zs,… ,zx, 是 方程 组 的 n ARAE aj (i 二 1,2,…,m; j 二 1,2,…,n) 是 第 i 个 方程 
中 第 j 个 未 知 量 的 系数 . 

如 果 bi ,5s ,… ,bn 全 为 零 ,这 时 方程 组 (4. 1) 称 为 齐 次 线性 方程 组 ,否则 称 为 非 齐 次 线 
性 方程 组 . 

2. 矩阵 形式 : 若 记 


an ar am Ši b, 

qa az az T2 b 
A= Ë x= b= 

Am Am Amn Ki bm 


则 线性 方程 组 (4. 1) 等 价 于 
Ax = b, (4.2) 
齐 次 线性 方程 组 矩阵 形式 为 
Ax = 0, G 3) 
其 中 mxn 的 和 矩阵 A 称 为 方程 组 (4. 1) 的 系数 矩阵 ,x 称 为 未 知 量 向 量 ,b 称 为 常数 项 向 量 . 
将 4 与 b 作为 分 块 和 矩阵 ,A 二 [4 1 中 称 为 增 广 矩 阵 . 
3. 向 量 形式 : 若 矩 阵 A 按 列 分 块 为 4 二 [a ,as ,…',a,], 则 方程 组 (4. 1) 亦 可 表示 为 
Tı @, + x; @ + -- + r,a, = b, (4.4) 
齐 次 线性 方程 组 表示 为 zi a) 十 zs a, 十 … 十 za 一 0. (4.5) 


e o it E= 


1. 齐 次 线性 方程 组 的 解 的 判定 
(1) 若 系 数 矩 阵 4 J mX n 矩阵, 则 
Ax 二 0 只 有 和 零 解 写 r(4) =A 的 列 向 量 组 线性 无 关 ; 
Ax 一 0 有 非 零 解 全 r(4) 一 ze4 的 列 向 量 组 线性 相关 . 
(2) 特别 地 , 若 系数 矩阵 4 J n BDT RE 
Ax=0 RAF f#tSr(A)=n|A|Z0A 的 行 ( 列 ) 向 量 组 线性 无 关 ; 
Ax= 0H EFR RSrA) <n |A| =05A 的 行 ( 列 ) 向 量 组 线性 相关 . 
2. 齐 次 线性 方程 组 的 解 的 性 质 
1) 齐 次 线性 方程 组 解 的 性 质 
(1) 如 果 ai a 是 齐 次 线性 方程 组 Ax 二 0 的 解 , 则 a +a, 也 是 它 的 解 . 
(2) 如 果 w 是 齐 次 线性 方程 组 Ax 二 0 的 解 , 则 ky 也 是 它 的 解 ,k 为 任意 常数 . 
综 上 可 知 ,第 & , 色 ,…,& 都 是 齐 次 线性 方程 组 Ax 二 0 的 解 , 则 kj & Hk 色 十 … 十 k&, 仍 
为 Ar 一 0 的 解 ,其 中 局 .ks,…,k, 为 任意 常数 . 
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2) 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 

当 齐 次 线性 方程 组 kx 一 0 有 非 零 解 时 ,其 解 向 量 集合 的 一 个 极 大 无 关 组 外 ,名 ,和 
称 为 4Ax 王 0 的 基础 解 系 , 其 中 ”一 ~(4). 此 时 Ax 二 0 的 解 为 z= 二 ki 色 十 ks 色 十 … 十 k,-,&,-,. 其 
中 ,kz ，…,k,-, 为 任意 常数 . 当 Ax 二 0 只 有 零 解 时 ,没有 基础 解 系 . 


2 ANEA 
从 定义 角度 上 ,4x 王 0 基础 解 系 必 须 满足 三 点 : 
(1) 外, 名 ,6 为 Ar 一 0 的 解 ; 
(2) 基础 解 系 个 数 S=n—r(A),n AA 列 数 ; 
(3)8,6. ,名 ,线性 无 关 . 


Ep 小 试 牛刀 

[Ü] 4.1] 设 生 , ,8 是 方程 组 Ax 二 0 的 一 组 基础 解 系 , 判 定名 十 色 , 色 十 色 , 色 十 外 是 否 
也 是 4x 王 0 的 基础 解 系 ? 

检验 基础 解 系 问题 , 须 从 * 解 .个 数 、 线 性 无 关 ” 三 点 出 发 一 一 验证 , 缺 一 不 可 . 

d) (个 数 ) 已 知 外 , 色 ,& 为 Ax 二 0 的 基础 解 系 , 则 

Ax 二 0 的 基础 解 系 个 数 S 二 3, 故 外 十 色 , 色 十 色 , 色 十 外 个 数 满足 . 

(2) ( 解 ) 已 知 AB. =0.A: =0, A: 二 0, 则 

A(& +ë) —=0, AG +&)=—0. A +ë) = 0, 

HE tE EHE Ete 为 Ax 一 0 的 解 . 

(3)( 线 性 无 关 ) kte) tk EHE) +k E+E). 

Cki +k: )& + Cki Hkz) + Ck +k )& =0. 
已 知 外 , 色 ,& 线性 无 关 , 故 


kı +k; 一 0， 
kı +k: = 0,>h = k; = k; = 0, 
k, +k; = 0 


me 十 名 ,名 十 名 ,名 十 名 线性 无 关 . 
BELE ETE EHE Ete 为 hx 一 0 的 基础 解 系 . 
S 魔 研 君 点 睛 
本 题目 条 件 不 变 , 那 么 和 一色 . 色 一 色 , 色 一 生 是 否 也 为 4x 一 0 的 基础 解 系 ? 
3) 齐 次 线性 方程 组 基础 解 系 及 通 解 求法 
设 4 H mXn WE, IF 4x 一 0 求解 方法 如 下 : 
对 4 施 以 初等 行 变换 (必要 时 重新 排列 未 知 量 顺序 ) ,可 


1 0 kisa 0 Ceen … G, 
0 1 s O Chka Cn 
A =p 
0 G -s 1 Caan … C, 
0 0 0 0 0 
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B 所 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 Bx 二 0 为 
Tı +u t tF 0 Fi Cy, =; 


T2 FCm tai F E Cara = 0, 


z, 十 CrorrpzrhH + ° + C,,z=, = 0, 
则 Bx 二 0 与 4Ax 一 0 同 解 ,zi ?2 °° 9T, HARA s Trh Erto Tn 为 自 由 未 知 量 , 分 别 
给 自由 未 知 量 赋值 : 


Tr 1 0 
Er 为 1 
0 0 
此 时 可 得 4x 王 0 的 n 一 r 个 线性 无 关 的 解 , 即 基础 解 系 : 
kë; Cien kai Cicero m Cin 
一 Cero 一 Caro = Ci 
& = = Crn ,名 — ka Cro Saan E = Ca 
1 0 0 
0 1 0 
0 0 1 


S 魔 研 君 点 睛 
快速 写 出 基础 解 系 是 线性 代数 这 门 课程 的 必 备 能 力 ,培养 良好 的 做 题 习 惯 和 套路 是 
非常 有 必要 的 ,在 此 将 讲解 一 种 行 之 有 效 的 计算 方法 ,帮助 同学 快速 拿 分 ! 


填空 式 方法 解 基础 解 系 
第 1 步 : 将 系数 矩阵 4 进行 初等 行 变换 化 为 行 阶梯 和 矩阵 B, 即 
A 一 >B( 行 阶梯 ) 

第 2 步 : 判定 是 否 有 非 零 解 , 设 r(4)==r( 行 阶梯 中 非 零 行 行 数 ). 

O # rCA)=r=n(A 列 数 ) , 则 仅 有 零 解 ,无 基础 解 系 . 

© Æ r('A)=r<—n(A 列 数 ) , 则 有 S=n 一 r(4) 个 基础 解 系 ,再 进行 第 3 步 . 

第 3 步 : 将 下 ( 行 阶梯 ) 再 进行 初等 行 变换 化 为 行 最 简 C. 

第 4 步 : 找 自由 未 知 量 ,用 填空 式 方法 赋值 求解 . 

具体 地 ,这 个 步骤 细 化 如 下 : @ 先 找 独立 未 知 量 ( 非 零 行 首 非 零 元 所 有 对 应 未 知 量 ) , 剩 
余 即 为 自由 未 知 量 ; @ 赋 值 ,给 自由 未 知 量 赋值 ,有 几 个 赋 几 组 , 均 赋 成 线性 无 关 的 几 组 值 . 
一 般 自 由 未 知 量 依 次 赋 1, 其 余 均 为 0, 形成 n 一 r(4) 个 线性 无 关 的 结果 ; @ 求 解 ,用 填空 式 
方法 写 出 基础 解 系 . 
B) 小 试 牛刀 

tı Td-2z, +z, —z, =0, 
【 例 4.2] 求 13zi 十 6zxz 一 zx; 一 3x4 一 0, 的 基础 解 系 ,并 写 出 通 解 . 


Sk: i Tilin =z; =S=. 
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I 2 p =i MW 2 i =i 
-| GE == q -中 | ou ana 
5 40 一/ 一 和 000 0 


由 于 xr(B) 二 2 二 4, 则 Ax 二 0 有 非 零 解 . 


| 


9 o| 1 p|- eram 


B= 
0 0 0 0 
按照 取 自 由 未 知 量 的 原则 , 取 za 及 zi 为 自由 未 知 量 , 则 令 (zi,zs 位 置 空 出 不 写 ) 
& =[_.1,_,0]r, 
和 三 工交 3115 


将 C 中 第 2 列 ( 即 zs 所 对 应 列 ) 中 前 两 个 元 素 的 相反 数 十 入 & 的 两 个 空中 , 则 
& =[—2,1,0,0J'. 
同 理 将 C 中 第 4 列 ( 即 x, KFE ) P W 08 4620 # 65 48 5 38 3 A 68, 的 两 个 空中 , 则 
& = [1,0,0,1]", 
从 而 原 方程 的 基础 解 系 为 
&=[—2,1,0,0]” 和 &=[1,0,0,1]", 
WA ki etk & HF kioko 为 任意 常数 . 
[E] 解析 中 方法 为 先 写 基 础 解 系 ,再 写 通 解 ,也 可 以 先 写 通 解 , 再 写 基础 解 系 . 


l 2 0. =1 
例 savado 0 1 0 [SCT ik i $E E) , Ep TAF 35 J. 2 AE #B F| AEA 2 FE: 
0 0 0 0 


xı +2x; —x = 0, 
Í. = g; 


为 了 把 解 表示 得 更 清楚 些 ,可 以 写成 


z, =— 2r: +z, ° 
Tz = Tzs 
Ta = 0, 
T4 = T4. 
令 =k z =k 3k 3 Kin l B hk pk m: 
zı — 2k, 十 As 一 2 
k = h Ghi : mA h (hb 为 任意 常数 ) ， 
ži kz 0 1 


基础 解 系 为 名 一 [ 一 2,1,0,0]7 #&=[1,0,0,1]". 
相 比 而 言 , 先 写 基础 解 系 的 思路 更 加 快速 ,所 以 是 线性 代数 课程 的 必 备 基础 能 力 . 
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-二 菲 卉 次 线性 方程 组 


1. 解 的 判定 (4x==b, 其 中 A 为 mr X n WE) 

E r(A)Zr(A.b)SAx=b 无 解 今 b 不 可 由 A 的 列 向 量 组 表示 ， 
=n€GAx=b 唯一 解 今 b 可 由 A 的 列 向 量 组 唯一 表示 ， 
<nSAx=b 无 穷 多 解 今 b 可 由 A 的 列 向 量 组 表示 , 且 不 唯一 . 


著 r=. | 


2. 解 的 性 质 

(1) Bm m 是 非 齐 次 线性 方程 组 Ax=b 的 两 个 解 , 则 Ah p) = 0. Bln — m 是 对 应 
齐 次 线性 方程 组 Ax 一 0 的 解 . 

(2) 设 € 为 齐 次 线性 方程 组 Ax=0 的 解 ,37 为 非 齐 次 线性 方程 Ax=b 的 解 , 则 AE 十» ) 一 
b, BE +q% Ax=b 的 解 . 
3. 解 的 结构 

若非 齐 次 线性 方程 组 Ax==b( 其 中 A 为 m Xn 和 矩阵 ) 有 无 穷 多 解 , 则 通 解 为 

Ai & Pika rss es €, zg . 

其 中 和 ,名 ,6 -0r=r(C4)) 为 4Ax= 一 0 的 一 个 基础 解 系 ,6 为 Ax=b 的 一 个 特 解 ,ki ha. skuor 
为 任意 常数 . 
4. 非 齐 次 线性 方程 组 通 解 求法 

第 1 步 : 对 增 广 矩阵 4=[L4, 妇 进行 初等 行 变换 化 为 行 阶 梯形 矩阵 . 

第 2 步 : 看 r(4) 是 否 等 于 (4). 若 (4) 天 r(4), 则 4x=! 无 解 ; 若 r(4) 二 r(4), 则 Ax==b 
有 解 , 再 进行 第 3 步 . 

第 3 步 : 将 4=[L4, 丰 进一步 化 为 行 最 简 矩 阵 . 先 令 b= 二 0, 即 求 Ax 二 0 的 基础 解 系 , 青 令 
所 有 自由 未 知 量 为 0, 求 得 Ax=b 的 一 个 特 解 . 

第 4 步 : 按照 解 的 结构 写 出 通 解 . 
小 试 牛刀 

【 例 4.3] 求解 方程 组 : 

Lı — z+ — zs + z, = 0, 
zi — t: + zs — 3, = 1, 


1 


Zi — T: — 2z; + 3, 一 一 去 


= 
GAD 2k l 对 增 广 和 矩阵 4 进行 初等 行 变换 化 为 行 最 简 和 矩阵 ,得 
l =i = i Q ir — tp a 
gi er tal ve 0 Z= 3 
-1 = =A = =l 
I 三 =% i> 0 g =i iss 
= 一 和 下 
下 
-二 一 
° oji —2 5 
0 00 00 


图 
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先 解 Ax 一 0 的 基础 解 系 ( 令 虚线 后 为 0) , 则 
y= Lito 

& .0 
再 解 Ax—=b 的 特 解 , 令 自 由 未 知 量 zx, 二 x4 二 0, 则 

“= lu 1 4] 

€ = [030] 
故 通 解 为 ki Tk. &tE ,其 中 ,ks 为 任意 常数 . 

方法 2 原 方 程 的 同 解 方程 组 为 
Es =1, 


(za ,zi 为 自由 未 知 量 ). 
zs 一 2z = — 
2 
A ze 一 刀 az 一 人 za 将 独立 未 知 量 用 自由 未 知 量 进行 表示 : 


mi = kit ks +4, 


xz, = hy, 
i 
2 
WE kz» 
È 1 
zı TT 1 1 要 
k 1 0 0 
则 =|” |= i 一 后 | |+| |+] [sk 为 任意 常数 )， 
=l 1 0 2| |1 
2hs 十 去 
= 0 1 
0 


k; 
pe E a) 


定理 ” 设 线性 方程 组 


azl Farz: +4 Fant. = bi > 


a21 T 42272 ee Fann = bz, 


amı awzs Hei +a,,z, = b,. 
若 系数 矩阵 行列 式 D= |A |0 . W Jy FEH 4 ng — gt 


=D =P: a Di 
Tı D’ T2 D’ .+ Tr 万 
其 中 ,D; 是 用 方程 组 右 端 常数 项 列 蔡 换 D 中 第 j 列 所 得 行列 式 , 即 
an ar * aj Ep I Qi ° Qh 
Ga q ° Qqe,— ib i Q2, 计 1 ` Arn 
D, = $ i 
Anm Am ° qa,j-1 : Qn,jitl Ann 
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3 AREAN 


AEREE T # 3 E B: 25 2 E RESA, PP dX >J J| + RSEN EE 
个 数 相等 的 线性 方程 组 . 


Š _ | a as a _ 1: = 
【 例 4.4】 设 A= š „b= ; 且 已 知 ai ar #a, all 
a 


fab jak pak ps 


ATx 二 b 的 解 为 


a a al 


1 
l a à a 
解析 a= š : (az — a: ) (az —aj)(a, 


2 8 
a3 a3 as 


aı ) (az ~az) (a, ~a: ) (a, 
la a < 
as) 天 0, 故 ATx=b 有 唯一 解 . 由 克拉 默 法 则 知 


D LAT | D D. D 
D Tar] 1,x; D 0s T3 D 0,x4 N 


& x=[1,0,0,0]". 


Tı 


S AREA 
根据 克拉 默 法 则 可 分 别 得 到 齐 次 线性 方程 组 和 非 齐 次 线性 方程 组 的 结论 . 


arap | 着 141 关 0 则 Az=b 有 唯一 解 且 局 一 下 一 1.2 ai 


若 |4|==0, 则 Ax=b 无 解 或 无 穷 多 解 
若 14| 和 0, 则 Ax=0 仅 有 零 解 ; 
若 |4|==0, 则 4x 二 0 有 非 零 解 


Ax=0 


22 魔 研 君 点 睛 


线性 方程 组 解 的 判定 以 及 克拉 默 法 则 都 是 这 种 类 型 问题 的 重要 处 理 思 路 ,根据 题目 
特点 , 当 系数 矩阵 为 方 阵 时 ,克拉 默 法 则 的 应 用 可 能 更 加 快速 简便 . 
Zi 十 2zz 一 2， 
【 例 4. 5】 设 线性 方程 组 12z; 十 3zs 十 zs 一 3, 有 唯一 解 , 则 a,b 满足 ; 若 线性 
3x, H4x: Hax, =b 
方程 组 无 解 , 则 a,b 满足 
方法 1 非 齐 次 线性 方程 组 解 的 判定 . 
对 增 广 矩阵 进行 初等 变换 , 则 


所 第 4 章 线性 方程 组 


1 0 2 2o 2 Q 2 1 9 QO 2 
A= 2 1 3>|0 一 1 1 iJi —1 1 
9 Q Q 0 一 1 a—1 0 一 5 0 0 a—2 0 一 4 
当 aZ2 时 ,r(A) 二 r(A) 二 3, 则 方程 组 有 唯一 解 ,与 5 无关; 
当 a=2,b#4 时 ,r(A) 二 r(4) 二 3, 则 方程 组 无 解 . 
方法 2 克拉 黑 法 则 . 
3 |A|0 时 , 非 齐 次 线性 方程 组 有 唯一 解 ,此 时 
1 2 0 
I4|=|2 3 1|=2—a. 
3 4 a 
当 a#2, |A| #0 时 , 则 方程 组 有 唯一 解 ,此 时 与 5 取 值 无 关 ; 
当 a=2,|A|=0 时 , 非 齐 次 线性 方程 组 无 解 或 者 无 穷 多 解 , 故 


1 2 0 2 1 2 0 2 1 2 0 2 
A=) S = .= 1 = 1 ， 
3 4 2 b =t T. == 8 0 0 0 0 一 4 


故 当 a=2,bZ4 时 ,r(A) 一 r(4) 一 3, 则 方程 组 无 解 . 


2“ 魔 研 君 点 睛 
当 系 数 徐 阵 为 方 阵 时 ,利用 克拉 默 法 则 处 理会 更 加 直接 . 


【 例 4.6】 a = [1, 一 2,0]T,a = [0,3,1] 是 hr 一 0 的 两 个 解 ,其 中 A= 


2 二 
=p 3 |, 则 a= „b= 
b 2 —6 


ME G Fa) ,as 线性 无 关 , 可 知 三 元 线性 方程 组 Ax 一 0 至 少 有 两 个 线性 无 关 的 
解 , 则 * 一 7 一 r(4) 王 3 一 r(4) 二 2 ,可 得 r(A)<1. 
又 因为 4 天 0, 则 r(A)>1, 4% T4 r(A)=1, H3 
2 1 一 3 2 1 一 3 
|- a 3 -| 0 & F 1 中 
b 2 一 6 b—4 O 0 
r(A)=r(B)=16B 中 最 高 阶 非 零 子 式 为 一 阶 , 则 


i — 2 1 
= 3(a + 1) = 0, 一 一 (一 4) 一 0， 
a+1 0 b—4 0 
故 一 一 1,0 一 4. 
2 魔 研 君 点 睛 


还 有 另 一 种 思路 ,由 于 al ,az 天 0, 则 Ax 二 0 有 非 零 解 , 根 据 克 拉 默 法 则 可 知 |A4| 二 0， 
此 时 


2 1 —3 
I4|=|-2 a 3|=3G+1G— 4 = 0, 
B2 e 
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可 知 a= —1 或 5 二 4. 再 根据 上 面 解析 中 r(4) 王 1, 当 且 仅 当 a=—1 且 0 一 4 时 才 满足 , 故 
可 得 a 二 一 1,6 二 4. 


AMzi 十 zz 十 12zs 一 0， 
【 例 4.7] tists ee 的 系数 矩阵 为 A, 存 在 三 阶 和 矩阵 BZ 0 
Tl 十 Xs 十 Ax3 二 0 
使 得 4B 王 0, 则 ( 3; 
(A) $=—2 且 |B|=0 (B) 4=—2 H |B| #0 
(©) a=1 A |B|=0 (D) 2=1 H |B| #0 
根据 AB 一 0, 可 知 B 的 列 向 量 均 为 Ax 一 0 的 解 .而 B 了 0, 则 Ax 一 0 有 非 零 解 , 根 
据 克拉 默 法 则 可 知 |4| 王 0, 此 时 
k q Qe ; j À: 
š à 1 1 å 1 1 à+1 1 
t Y 3 0 1 一 1 一 1 0 0 1-—1 
MJ A= 1. 又 根据 AB 二 0, 可 知 r(A) 十 r(B) 二 n= 二 3, 而 当 4==1 H ,r(A)=1, 8] r(B)<2<3, 8 
|B|=0.#i&(C). 


z 魔 研 君 点 睛 

1. 本 题 求解 | 也 | 一 0 还 有 另外 一 种 思路 ( 反 证 法 ). 

假设 |B| 隆 0, 则 B 可 逆 , 根 据 AB 二 0, 两 边 右 乘 B 的 逆 和 矩阵 , 则 可 知 A 二 0, 这 与 已 知 
条 件 相 矛盾 , 故 假设 不 成 立 ,可知 |B| 二 0. 

2. 本 题 还 考查 了 线性 代数 中 极为 常见 的 AB 二 0 型 考题 ,对 这 种 类 型 问题 在 备考 中 需 
要 形成 很 强 的 定 势 思维 能 力 .根据 AB 二 0, 立 即 可 得 两 个 结论 : (1)B 的 列 向 量 均 为 Ax = 
0 的 解 ; (2)r(A) 十 r(B) 二 n(n 为 A 的 列 数 ,也 即 B 的 行 数 ). 


抽象 型 线性 方程 组 解 


à 1+2 à 


|4|= = = = Q—1): = 0, 


z 魔 研 君 点 睛 

这 类 问题 的 处 理 更 加 考查 大 家 对 线性 方程 组 解 判定 的 理解 和 掌握 , 除 此 之 外 ,矩阵 秩 
的 相关 公式 也 是 重点 考查 对 象 , 所 以 这 类 问题 具有 一 定 的 抽象 性 和 难度 . 

对 于 齐 次 线性 方程 组 Ax 一 0. 主 要 是 看 系数 矩阵 的 秩 r(4) 和 A 的 列 数 n 的 关系 ( 重 
点 强调 是 列 数 ,不 是 行 数 ,除非 是 方 阵 ). 当 r(A)=n 时 ,Ax 二 0 仅 有 零 解 ; 35 r(A)<n 时 ， 
Ax 二 0 有 非 零 解 . 

对 于 非 齐 次 线性 方程 组 而 言 , 首 先 需要 看 增 广 矩 阵 的 秩 r(4) 和 系数 矩阵 (4) 的 关 
系 . 如 果 r(A)Zr(A),NJ Ax=b AR; RA 5 r(A)=r(A)W.Ax=b 才 有 解 ,这 时 才 需 
J R KA R — Bit X X. 3 SM, R AK A k r(A)#e A 的 列 数 nn 的 关系 ,总 的 来 说 ， 
有 以 下 三 点 ; 

Q) 当 r(4) 关 r(A4) 时 ,Ax 一 b 无 解 ; 

(2) ž r(A)=r(A)=n(n A A 的 列 数 ) 时 ,Ax 一 b 有 唯一 解 ; 

(3) 3 r(A)=r(A)<n(n 2 A 的 列 数 ) 时 ,Ax 一 b 有 无 穷 多 解 . 
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【 例 4.8】 设 A,B 分 别 为 m X n.n> m 矩阵 , 则 齐 次 方程 组 4ABx 王 0( 

(A) `í n>m 时 , 仅 有 和 零 解 (B) "4 n>m 时 , 必 有 非 零 解 

(C) 4 m>n 时 , 仅 有 零 解 (D) 当 m>n 时 , 必 有 非 零 解 

aD HEIE Ak ERARA RAA RRR. 因为 AB 是 m 阶 方 阵 , 所 以 
方程 组 ABx 二 0 有 m 个 未 知 数 . 故 当 m> n BJ. h 4E k 4k 65 Pk Jš T p ñ r('AB)<r(A) <n— 
Mm ,因此 ,方程 组 有 非 零 解 . 故 选 (D). 

LB) 4.9] 设 4 是 mmX7z 和 矩阵 ,4x 一 0 是 非 齐 次 线性 方程 组 4x 一 六 所 对 应 的 齐 次 线性 方 
程 组 , 则 下 列 结论 正确 的 是 ( D. 

(A) 若 4x 一 0 仅 有 零 解 , 则 Ax 二 b 有 唯一 解 

(B) 若 Ax 二 0 非 零 解 , 则 Ax—=b 有 无 穷 多 个 解 

(C) E Ax=b 有 无 穷 多 个 解 , 则 4x 一 0 仅 有 零 解 

(D) 若 Ax=b 有 无 穷 多 个 解 , 则 4x 一 0 有 非 零 解 

œD 

Ax=0A £ RSrA) =n. Ax=b AË- Sr(A)=r(A) =n. 现在 的 问题 是 由 r(A) 二 n 
能 否 推 导出 r(A) 二 n? 2 A Z n MEE, ERREA, IMA mXn EB? 


xı Hr: =0, Zi 十 zz 一 1， 
考查 下 面 的 例子 : zi —z:=2, 
xı +2z,=0, Zi 十 2zz 一 3. 


显然 Ar 一 0 只 有 零 解 ,而 Ax=b 无 解 ,可 见 (A) 不 正确 . 
Ax=b 有 无 穷 多 解 今 r(A) 二 r(A) 二 n. 因为 r(A) 二 n, 故 Ax= 二 0 必 有 非 零 解 . 故 选 (DD). 


T 


[Ü] 4.101 设 和 A 是 阶 入 阵 ,是 lin. 8 S s] omara ). 


(A) Ax=a 必 有 无 穷 多 解 (B) Ax=a 必 有 唯一 解 
A A 
© ( ë ) sz D ( € |ò ozten. 
a 0j) ar 0 八 了 
由 题 意 知 ,A JÉ n MER an p] 6) 3. pal 是 一 维 行 向 量 , 可知 
A A 
a 


T 
a 


Ë °): nn 十 1 MER. 显然 有 "| °] rosana. £ tas | )# 列 满 


Q 
0 


秩 . 由 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 的 充 要 条 件 : 系数 矩阵 非 列 满 秩 ,可 知 齐 次 线性 方程 组 
Ë B J) zate. 3k ik (D). 
y 


a 0 


含 参 线性 方程 组 


S 魔 研 君 点 睛 

此 类 问题 是 线性 代数 这 门 课程 的 重要 考点 ,掌握 处 理 这 类 问题 的 手段 是 极其 必要 的 ， 
希望 大 家 在 复习 过 程 中 加 以 重视 ! 

(1) 当 系 数 和 矩阵 为 方 阵 时 ,从 行列 式 角 度 , 利 用 克拉 默 法 则 处 理 更 加 简便 . 对 于 齐 次 
线性 方程 组 Ax 二 0 而 言 ,|A| 取 0 时 仅 有 零 解 ,|4| 王 0 时 有 非 零 解 ; 而 对 于 非 齐 次 线性 方 


e 
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程 组 而 言 ,|4 | 天 0 时 有 唯一 解 , 当 |4| 王 0 时 还 需要 将 增 广 和 矩阵 进行 行 初等 变换 化 为 行 
阶梯 矩阵 进行 判断 无 解 和 有 解 的 情况 . 
(2) 当 系 数 矩 阵 不 是 方 阵 时 , 则 需要 根据 线性 方程 组 解 的 判定 来 处 理 , 即 将 系数 矩阵 
(4x 王 0) 或 者 增 广 矩 阵 (4Ax 一 5) 进行 初等 行 变换 化 为 行 阶梯 矩阵 进行 判定 . 
【 例 4.11] `a 为 何 值 时 , 齐 次 线性 方程 组 : 
axı + x; + °: + z), = 0， 
Tı + ax; + Ne +=, = Qs 


Tı + zx + ° + arz, = 0 
(1) 只 有 零 解 ; (2) 有 非 零 解 ,并 求 其 通 解 . 
让 如 小” 齐 次 线性 方程 组 系数 矩阵 为 方 阵 , 利 用 克拉 默 法 则 判定 更 加 简便 . 
系数 矩阵 的 行列 式 为 


a 1 1 
l a ^ č» 

[al= |; .ta Da-D™. 
j s 9. 


(1) 3|A|Z0 时 仅 有 零 解 ,此 时 aZ 1—n RaZ1; 
(2) 3|A|=0 时 仅 有 零 解 , 此 时 a 二 1 一 n 或 a 二 1. 
当 a=1 时 ,对 系数 和 矩阵 进行 行 初等 变换 ,化 为 行 最 简 形 和 矩阵 ,并 求解 . 


a 1 = 1 W. vj 
Ë a o e 

tels saa a ,可 得 基础 解 系 为 
1 1 ë 


& = [—1,1,0,--,0]1, & = [一 1,0,1,…,0]7，…，& = [—1,0,0,--,1]", 
故 原 方程 组 通 解 为 kre thh Tth ,其 中 ki skz ，… skn-1 为 任意 常数 . 
当 a 二 1 一 n 时 ,同上 进行 求解 . 


l—n 1 u 1 

£= 1 sis ji 
š 1 和 二 š 
1 i=j : 
A= ' Fie 
Ë 1 

1 1 = # 
1 1 T= 

0 0 0 0 
l—n 1 1 和 一 本 1 1 1 
n —n 1 一 1 
n —n 1 —1 0 
0 0 0 
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1 0 0 1 
| 

1 一 1 
0 0 


可 知 ,r(4) 一 7 一 1, 则 s 二 n 一 r(A) 二 1, 可 得 基础 解 系 为 二 [1,1,…,1]', 故 原 方程 组 的 通 
解 为 ke ,其 中 上 为 任意 常数 . 
£ 2 
© i 
ï À 
向 量 , 试 求 的 值 ,并 求 Ax 二 0 的 通 解 . 
由 于 hx 一 0 含有 两 个 线性 无 关 的 解 向 量 , 则 一 7 一 r(4) 一 4 一 r(4) 之 2, 故 


【 例 4.12] 设 和 矩阵 4 一 : 若 齐 次 线性 方程 组 Ax 二 0 有 两 个 线性 无 关 的 解 


1 2 
A À 
0 1 


r(4) 魏 4 一 2 一 2. 又 因为 A 中 二 阶 子 式 I [=m r(4) 之 2. 综合 可 知 ,r(4) 一 2. 
对 线性 方程 组 的 系数 矩阵 进行 初等 变换 : 
1 O 1 一 2 2 一 2 
A—|0 1 A À | 
0 0 —2+2 —1 一 十 2 一 1 
1 0 —1 0 
es 1 1 1 |, 得 到 方程 组 的 通 解 为 
0 0 00 


x 二 ki [1, 一 1,1,0]? 十 la[0, 一 1,0,1]7， 其 中 ,ks 为 任意 常数 . 
Zi 十 zz 十 zs 一 0， 
【 例 4. 13】 puntea en te te 求 : 
a? xı +b z, +c? z, =0. 
A) a,b,c 满足 何 种 关系 时 ,方程 组 仅 有 零 解 ; 
(2) a,b,c 满足 何 种 关系 时 ,方程 组 有 无 穷 多 组 解 , 并 且 基 础 解 系 表示 全 部 解 . 
由 于 系数 矩阵 为 方 阵 , 从 行列 式 入 手 , 利 用 克拉 默 法 则 处 理 更 加 快速 . 
(1) 系数 行列 式 是 三 阶 范 德 蒙 德行 列 式 , 有 
& $ 
Ee E 
a p-e 
由 克拉 默 法 则 , 当 |A| 隆 0, 即 abc 时 ,方程 组 仅 有 零 解 . 
(2) š jA] 0 B}, PP (b—a)(c—a)(c—b)=0, Je 8 g a=bZc,b=cZa,a=cZb, 
a=b=c 四 种 情况 进行 讨论 分 析 : 


zl. P `Q 1 1 0 
a e I=*I0 0 1 
a a e 0 0 0 


|A |= = (b—a)(c—a)(c—b), 


O 当 a=bzZc 时 ,A 二 , 通 解 为 x 一 AL 一 1,1,0]7,& 为 任意 
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常数 . 
1 1 1 T @ i 
© ž a=cZbW.A=|a b a | 一 |0 1 0|, 通 解 为 x 二 k[ 一 1,0,1]',k 为 任意 常数 ; 
a P ae 0 0 Ó 
1 Q 1 OÓ b. 1 
© #šb=cZa 时 ,4 一 | oa b 1 0 0|, 通 解 为 x 二 k[0, 一 1,1]7,k 为 任意 
a P y 0 0 0 
常数 ; 


i 3 1 l 1 1 
@ 当 a=b=c 时 ,A=|a a 小 0 0 0|, 通 解 为 x 一 后 [一 1,1,0]7 十 名 [一 1， 
0 0 0 
0,1] ,ki,kz 为 任意 常数 . 
1 aá 
0 1 
【 例 4.14] A= 
0 0 
a 0 
A) 计算 行列 式 |4|; 
(2) 当 实 数 a 取 何 值 时 ,方程 组 4Ax=B 有 无 穷 多 组 解 ,并 求 其 通 解 . 


l a 0 O 
l a 0 a 0 0 
0 1 a 0 
Gip o) |4|= =|0 1 a|—a|1 a 0|=1—a 
0 0 1 a 
0 0 1 0 a 
a 0 0 1 
(2) 对 增 广 矩阵 进行 初等 行 变换 ,有 
l a 0 0 1 1 a 0 0 1 
0il &-. 0 1 0 & @ 4 
A= (410) 一 
0 0 a 0 0 0 1 a 0 
a 0 0 1 0 0 —2 0 1 —a 
l a 0 0 1 ia Ó 0 1 
0 1 :a0 = 1 0 1 a 0 = 
0 0 1 < 0 0 0 1 a 0 
0 0-a 1 —a=at @ (0 0 = a=. 


根据 线性 方程 组 Ax=b AAR S R,T r(A)=r(A)<n=4, HÆ r(A)=r(4)=3, 


KR EE PARA 6 3E E, 4 


1 =i 0 0 1 “有 0 

š I =] Ü =l AEE E K. TK. 
(A i b) 一 mi ， 

0 0 1: =} 0 D0 $. = 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
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从 而 可 知 导 出 组 的 基础 解 系 为 9 二 (1,1,1,1)T, 非 齐 次 方程 的 特 解 为 9* 二 (0, 一 1,0,0)T, 所 
以 通 解 为 x 一 &A(1,1,1,1)7 十 (0, 一 1.0,0)7, 其 中 有 为 任意 常数 . 
2 魔 研 君 点 睛 
因为 系数 矩阵 为 方 阵 , 本 题 的 第 (2) 问 也 可 以 从 行列 式 角度 出 发 ,利用 克拉 默 法 则 进 
行 处 理 . 对 于 非 齐 次 线性 方程 组 Ax 一 B, 当 |A| 二 0 时 ,Ax 二 分 为 无 解 或 者 有 无 穷 多 解 
两 种 情况 ,因此 还 需要 将 增 广 矩阵 进行 行 初 等 变换 化 为 行 阶梯 形 答 阵 , 根 据 -(4) 和 
7r(4) 是 否 相 等 进一步 判定 是 哪 种 情况 . 
当 |4| 王 1 一 以 二 0 时 ,Ax 二 可 能 有 无 穷 多 解 ,此 时 4 二 1 或 4 一 一 1. 


当 a=1 时 ， 
To o OO 
u a f — e ú Oe 
Q Q dB HE U Q O Gb SU m 
I Q O o 0 —1 0 1 —1 
H U Qk Q G l SU Q QA 4 
O orio =i 
a o nm oloon oF 
0 0 J | 2 0 0 0 0 一 2 
此 时 ,r(A) 二 4,r(A) 二 3, 故 方程 组 无 解 , 故 不 可 取 . 
当 w 王 一 1 时 ， 


0 0 | 0 
= 0 0 1 0 


@@° < °> 
° 
m 
l 
m 
° 


I 1 
0 1—1 0 —1 0 1—1 0-1 
O o n Sao) C ol 
0 Wael 1 0 0 0 0 0 0 
此 时 ,r(A4) 二 r(A4) 二 3 二 4, 故 方程 组 有 无 穷 多 组 解 ,可 得 方程 组 的 通 解 为 k[1,1,1,1]" 十 
[0, 一 1,0,0]7 ,其 中 为 任意 常数 . 
[B 4.15] 设 方程 组 为 
(4 二 1) 十 Xz 十 Xx3 = 2° + 2), 
zi + QQ + 1)z;: + zs = 2° + 222, 
i F zy + Atr = 2 + 22. 
kR A 为 何 值 时 ,此 方程 组 有 唯一 解 、 无 解 \ 有 无 穷 多 解 . 并 在 有 解 情况 下 求 其 通 解 . 
根据 系数 矩阵 为 方 阵 , 可 以 从 行列 式 角度 出 发 ,利用 克拉 默 法 则 进行 处 理 . 
系数 矩阵 行列 式 
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àti 1 1 
[a|=| 1 4+1 1 =2@Q+3). 
1 1 2+1 


(1) 3|A|Z0 时 ,方程 组 有 唯一 解 , 即 天 0 且 ) 天 一 3, 根 据 克 拉 默 法 则 进行 求解 , 则 
A+2)2—4 „= QHA- = CA 十 2)( 姑 十 2 一 人 一 1) 
， Ts 


人 4 十 3 2 ae AF3 =. AF3 
其 中 
à? + 2A 1 1 
D= 35422 à+1 1 |= A+ 


at + 222 1 à+1 
D, 一 12(A 十 2)(24 一 1)， 
D; =Q +2)? 十 212 一 人 一 1). 


(2) 3 A=0 时 , 增 广 矩阵 
1 3 3 O Y 1 1 Ó 
iia |-| 0 0 中 
1 1 1 0 0 0 0 
,0,1 


此 时 线性 方程 组 的 通 解 为 有 [一 1,1,0]" 十 ks[ 一 1 JTH P kisko: 为 任意 常数 . 
(3) 358 Z —3 时 , 增 广 和 给 阵 


一 2 Ë 1 3 1 一 2 1 —9 

1 $ 1 中 | g: $ °| 
1 E =p 997 

此 时 ,r(4) 王 3,r(4) 一 2, 故 方程 组 无 解 . 


A 


| a a | =] 
【 例 4.16] 设 A=| 一 1 1 & = ri 
0 =4 -2 一 2 


(1) RWE A€, =e A & =ë@& 的 所 有 向 量 S S; 

(2) 对 (1) 中 的 任意 向 量 名 ,名 ,证 明生 ,名 ,和 线性 无 关 . 

D 第 (1) 间 等 价 于 分 别 求解 两 个 非 齐 次 线性 方程 组 Axr=g ,42Y 一 和 ,两 个 方 
程 组 求解 的 通 解 结果 即 为 岛 ,名 (要 将 通 解 结果 写成 单一 向 量 形 式 ). 解 方程 hx 一 外 ,得 


2 1 


1 1 1 1 1 Ï š 1 1 
(A,&)= |—1 1 1 1l>|lo o o ojo 2 1 1 
0 一 4 一 2 一 2 ó Z íi 2 Q w © Ó 
=d _ 1 
1 —1 —1 一 1 1 0 7 
1 4 
>o 1 5 = |> Í i 
2 2 @ i A > 
0 O 0 0 人 ” Ó 
1 0 
故 名 一 后 | 一 1 | 十 | 0 |, 其 中 为 任意 常数 . 
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其 次 ,再 解 方程 A*x 一 色 , 先 求 系数 矩阵 A? 为 


2 20 
-3 —2: ol, 
4 40 
KR E B 8k 41470 FAT E 38k AeA ATR EE, £$ 
3 2o =i 110 -4 
2 = = < 一 > 
(sey=|-2 -2 o 1P oo oÍ 
0 


4 40 一 2 


A: = 


1 o) [|-> 
故 名 一 名 | 一 1 | 二 ks| 0| 十 | o pP kok 为 任意 常数 
0 一 1 I 
(2) 由 于 
-1 如 如 十 六 
1 1 
ji = kike + Oh + DÈ +4) 2a (如 十 寺 ) 一 (2h 二 


—2 2k t1 0 


Heeh 线性 无 关 . 
【思考 】 第 (2) 问 是 否 还 有 其 他 证 明 方 法 ? 


SLEP 抽象 型 线性 方程 组 求解 


S 魔 研 君 点 睛 

此 类 问题 主要 考查 对 线性 方程 组 通 解 结构 的 理解 . 对 于 齐 次 线性 方程 组 , 通 解 为 
刁 丰 十 ko 态 十 … 十 kr,-,， 其 中 外 ,名 ，…, 色 ,为 齐 次 线性 方程 组 的 一 组 基础 解 系 ,其 实 可 
以 通过 四 个 步骤 处 理 齐 次 线性 方程 组 通 解 问题 : 

第 1 步 : 确定 基础 解 系 个 数 ,s 二 n 一 r(A) 二 n 一 r, 其 中 n 为 A 的 列 数 ; 

第 2 步 : 根据 线性 方程 组 性 质 找 s A Ax=06 888.8... 

第 3 步 : 确定 ss 个 Ax 一 0 的 解 色 . 色 ,… € ,线性 无 关 ; 

RAP: BA kh Hk HH krh 

对 于 非 齐 次 线性 方程 组 问题 ,其 通 解 为 kih Heh Hetken tE O Ee 
有 -为 齐 次 线性 方程 组 的 一 组 基础 解 系 , 有 "为 非 齐 次 线性 方程 组 的 一 个 特 解 .因此 ,只 需 
要 在 齐 次 线性 方程 组 的 通 解 基础 上 再 任意 找 一 个 非 齐 次 线性 方程 组 的 一 个 特 解 ,就 可 以 
写 出 通 解 kh Hk +H tkt tE. 


Š. 8 
于 em ). 
b 


g 


【 例 4.17] A= 
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L 2 3 1 2 
(A)b|0| (B), j (C) 中 D) Rk 路 1| ,ks 为 任意 常数 ) 
a b c a b 


本 题 主 要 考查 齐 次 线性 方程 组 的 通 解 结构 , 先 确定 基础 解 系 个 数 s. ON s 个 线性 无 关 
的 解 即 可 . 

因为 r(A) 二 2, 所 以 7r(A* ) 二 2, 则 A x 二 0 的 基础 解 系 中 含 两 个 解 .又 由 A*A=|A|E=0 
知 ,A 的 每 一 个 列 向 量 都 是 4 x 二 0 的 解 . 因为 列 向 量 [1,0,a]",[2,1,6]" 线性 无 关 , 所 以 
4"*x 一 0 的 通 解 为 和 [1,0,a]7 十 lz[2.1.0]7. 故 选 (D). 

[iz] 思考 忆 [2,1,2]7 十 如 [3,1,c]7 AA kı [1,0,a]1 +k: [3,1,c] 1 是 否 也 是 A* x=0 
的 通 解 ? 

【 例 4.18] 设 4 为 ” 阶 方 阵 , 且 (4) 一 7 一 1. 

(1) 如 果 A 的 每 行 元 素 和 均 为 零 , 则 线性 方程 组 Ax 二 0 的 通 解 为 3 

(2) 如 果 A 的 代数 余子 式 An Z 0, M # FE J Ë H Ax = 二 0 的 通 解 为 

,4"x 一 0 的 通 解 为 š 
由 于 r(4A) 一 ?一 1, 因 此 知 方程 组 有 非 零 解 , 且 基础 解 系 只 含有 一 个 无 关 解 . 
| 


1 
d) 依 题 设 ,4| .|=0, 从 而 知 [1,1,.…,1]7 是 方程 组 Ax 二 0 的 一 个 非 零 解 ,构成 基础 


| 

解 系 . 因此 ,4x 一 0 通 解 为 EL1,1,…,1]7(R 为 任意 常数 ). 

(2) 依 题 设 ,|4| 二 0,AA* 二 |A|E 二 0, 知 A" 的 列 向 量 组 均 为 方程 组 Ax 一 0 的 解 ,由 于 
Ai 天 0, 知 [An Ans An] 为 Ax 二 0 的 非 零 解 , 构 成 基础 解 系 . 因此 ,4x 一 0 的 通 解 为 
CLAn Ans An] (C 为 任意 常数 ). 

因为 r(A) 一 ?一 1, 有 7(4”) 一 1. 从 而 知 方程 组 4"xY 一 0 的 基础 解 系 由 7 一 1 个 线性 无 关 
解构 成 . X. B A*A= |A|E=0š#.A 的 列 向 量 组 为 方程 组 4"xY 一 0 的 解 . 由 题 设 Ah 20, ib 
A 的 后 nn 一 1 个 列 向 量 as ,ai ,… a, 构成 的 子 块 含 由 一 1 阶 非 零 子 式 , 满 秩 , 从 而 知 as ,as ,…， 
a, 线性 无 关 , 构 成 方程 组 A" x 二 0 的 一 个 基础 解 系 .因此 ,A* x 二 0 的 通 解 为 Ci a, + C, as 十 … 十 
Ci@n,(C1,Cs，…,C,_1 为 不 全 为 零 的 常数 ). 

【 例 4.19】 PA J 4203 EE ppop 是 非 齐 次 线性 方程 组 Ax 二 8 的 3 个 线性 无 关 
的 解 ,ki ,As 为 任意 常数 , 则 4x 王 B 的 通 解 为 ( ). 


2 F hi (9 — m) 


2 Fk; (=M) 


O Pa Lp (0 — m) He (hp) 


D) PE Hepp) H p) 
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Gup 由 题 可 知 ,A 了 关 0 二 rr(A) 三 1. 

同时 ,Ax 二 有 三 个 线性 无 关 的 解 , 则 hx 一 B 的 线性 无 关 解 的 个 数 至 少 为 3 个 , 即 ? 一 r(4) 十 
1 宇 3 坟 rr(4) 志 n 一 2 二 3 一 2 一 1, 故 r( 和 A) 二 1, 因此 齐 次 线性 方程 组 基础 解 系 个 数 s 一 2. 

先 确定 两 个 线性 无 关 的 齐 次 解 ,已 知 及 ,六 :六 均 满足 Ax=B.* t Aq 一 8 .47 =R. 
A=B. AŻ A(9 — h )=0.A(9 h) = Rph ph 为 两 个 齐 次 线性 方程 组 的 解 . 
其 次 ,检验 这 两 个 的 线性 无 关 性 . 

设 ki (PM) Hk: (h) =0, %2 (ki — k) h Th Hkh =0. 由 于 及 p Th 线 
性 无 关 , 则 ki =k:=0, B yp — ph ph 线 性 无 关 . SE L 9 — m 9 A 3F kR k 2 Aa 
的 基础 解 系 . 


再 找 一 个 非 齐 次 线性 方程 组 Ax 一 的 特 解 ,已 知 Ap 一 A =R Aq =e , 则 A TER 


pa EE y Ax 一 的 特 解 . 故 选 (C). 


【 例 4.20] 已 知 4 阶 方 阵 A= (ai sa; sa; sa.) +e) Go es +e, 均 为 四 维 列 向 量 , 其 中 @, as + 
a, RETK a =2 a 一 @; ,如 果 B =a +a, 十 os +a, , 求 线 性 方程 组 Ax =p HE fe. 

Wa: ,as a, 线性 无 关 , 及 @ —2a,—a +0a.PPa 可 以 由 as ,as,al 线性 表示 ， 
al ,az ,as ,ai 线性 相关 , 知 r(A)=3. 
1 
是 方程 组 Ar 一 的 一 个 特 解 ， 


因为 8 一 a 十 cs 十 as ta PP A| |=B ,所 以 7 一 


1 
1 
1 
1 1 
因为 r(4) 一 3, 所 以 方程 组 Ax 二 的 基础 解 系 包含 一 个 解 . 
1 1 


F ha 一 2a —a; +0 a, ,得 人 k 二 0, 所 以 x 二 | “| 为 Ar 一 0 的 一 个 非 零 解 , 故 由 解 


h /1 
的 结构 知 Ax 二 的 通 解 为 x 二 w. £ 1 (t oP k RAF E E O. 
o U 
【 例 4.21] ika ,az ,… ,a 为 线性 方程 组 4x 一 0 的 一 个 基础 解 系 ,B 一 a, 十 ts a, B. = 
Qi 十 ts @3 ，… B =t att a HEP at 为 实 常数 .试问 ,ts 满足 什么 关系 时 ,B ,BB ，…， 
B. 也 为 Ax 二 0 的 一 个 基础 解 系 . 
考查 基础 解 系 的 三 大 要 素 : (1) 满 足 个 数 \ 一 1 一 r(A) wn 为 A 的 列 数 ; (2) 满 足 
齐 次 线性 方程 组 的 解 ; (3) 线 性 无 关 . 
由 题 设 知 ,局 B... 8 H Aa ,az ,…:,a, 的 线性 组 合 , 齐 次 方程 组 当 有 非 零 解 时 , 解 向 量 
的 任意 组 合 仍 是 该 齐 次 方程 组 的 解 向 量 , 所 以 局 .及 .…: 有 均 为 Ar 一 0 的 解 . 下面 证 明 忆 ， 
Boop 线性 无 关 . 设 
kı B +k: R + EB. = 0. 
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把 有 =t @ 十 tz æ R =t, a, +t: a, 8. 5t a. T+ t, @ 代入 整理 得 
(Ri +tzk,) a, + (tzkı + hyk.) @ 十 … 十 (zk +tık,) a, = 0. 
由 ai ,as ,…,Q, 为 线性 方程 组 4Ar 王 0 的 一 个 基础 解 系 知 ,ai ,as ,…,a, 线性 无 关 , 由 线性 无 关 
的 定义 知 (x* ) 中 其 系数 全 为 零 , 即 
t kb + tsk, = 0, 
tk, + ik, = 0, 


tsk, + hk, = 0. 


其 系数 行列 式 
& 0 0. 0 -h 
tz tı 0 0 
0 t h ~ 0|=4+4+(—1)"4 #0, 
0 0 0 t h 
s=2n, Z+, 
故 当 时 , ,有 ,…, 甩 也 是 方程 组 hx 一 0 的 基础 解 系 . 
s=2n+1, n=-—t app Fe ra S aii 


[B] 4.22] ÜZ A= (aa, ,as,a) 是 四 阶 和 矩阵 ,A' 为 A EBEE E [1,0,.1.0] 是 方 
程 组 Ax 一 0 的 一 个 基础 解 系 , 则 A ` x==0 的 基础 解 系 可 为 ( j; 


(A) a ,as (B) al ,az 
(C) al ,az ,as (D) a; ,as ,ai 
解析 


J e AA* 二 0,r(A) 二 3,r(A" ) 二 1,Ax 二 0 的 基础 解 系 有 3 个 线性 无 关 的 向 量 ,al ,as， 
as ,al Z A" x 二 0 的 解 .又 因为 [1,0,1,0] 是 方程 组 Ax 二 0 的 一 个 基础 解 系 , 即 @ 十 @s 二 0, 所 
以 gl ,ai 线性 相关 , 则 方程 组 A ° x 二 0 的 基础 解 系 为 qs ,as ,ai. 故 选 (D). 


两 不 线性 方程 组 的 公共 解 


z 魔 研 君 点 睛 

求解 线性 方程 组 公共 解 的 问题 ,不 论 是 齐 次 线性 方程 组 还 是 非 齐 次 线性 方程 组 ,其 处 
理 思路 是 一 样 的 ,常用 的 主要 有 三 大 类 方法 ， 

1. 方程 联 立 法 (应 用 于 两 个 线性 方程 组 都 已 知 的 情形 ) 

将 两 个 线性 方程 组 联 立 形成 一 个 新 的 线性 方程 组 求解 ,即将 Ax 二 bi 和 Bx 二 bs 联 立 
成 新 的 各 性 方 和 组 [一 "进行 求解 . 新 的 全 性 方程 组 等 价 于 [人 上 一 l. ) 


b, 

2. 代入 求解 法 (适用 于 一 个 方程 组 已 知 , 另 一 个 通 解 已 知 或 转化 为 该 情况 的 类 型 ) 

将 通 解 已 知 的 线性 方程 组 其 通 解 代 入 另 一 个 线性 方程 组 中 ,确定 任意 常数 的 表达 式 ， 
回 代 通 解 中 得 到 结果 , 即 为 求 公共 解 结 果 . 

3. 通 解 联 立法 (适用 于 两 个 通 解 均 已 知 或 转化 为 该 情况 的 类 型 ) 

联 立 两 个 方程 组 的 通 解 ,得 到 其 中 一 个 通 解 中 任意 常数 的 表达 式 , 回 代入 该 通 解 中 得 
到 结果 , 即 为 求 公共 解 结 果 . 


p 


«4a 线性 方程 组 
【 例 4.23] 设 齐 次 线性 方程 组 : 
Ë: ss I: a 
z, — x, = 0, 
R: (1) 方程 组 工 与 方程 组 下 的 基础 解 系 ; 
(2) 方程 组 工 与 方程 组 下 的 公共 解 . 
(1) 先 求 方程 组 工 的 基础 解 系 . 
Gais >) e l 
A= > 
0 1 0 一 !1 0 1 0 —1 
则 基础 解 系 为 名 三 [0,0,1,0]7 #&=[—1.1.0.1]7. 
再 求 方 程 组 上 [的 基础 解 系 . 
“i ; Í Li | 
p= 一 
0 1 一 1 1 0 1 —1 1 
则 基础 解 系 为 和 刍 王 [0,1,1,0]7 #& =[—1,—1,0,1J'. 
(2) 两 个 方程 组 均 已 知 ,利用 方程 联 立 法 求解 .方程 组 | : Ar 一 0 与 方程 组 开 : Bx 一 0 的 


A A 
公共 解 就 是 方程 组 | 呈 | 一 0 的 解 故 对 | | 壬 行 初等 行 交接 ,到 


z+ — zs + z, = 0. 


1 1 0 O 1 

A 0 1 0 -—l|== |0 1 0 一 ! 
日 = 
0 


B 


— — š 
nor: 0 0 4. =2 0 0 1 一 2 


o 0 —1 2 000 0 
UARA RA RAES 1,1,.2,1] 0A kE ,k 为 任意 常数 . 


z 魔 研 君 点 睛 
本 题 第 (2) 问 也 可 以 按照 通 解 联 立 法 和 代入 求解 法 两 种 方法 进行 求解 . 
【 通 解 联 立法 】 
已 知 方程 组 的 通 解 为 k&[0,0,1,0]' 十 ks[ 一 1,1,0,1]7==[ 一 ks ,ks ,Ai Rs] 方程 
组 了 [的 通 解 为 ks[0,1,1,0] 人 十 有 [一 1, 一 1,0,1]'==[ 一 k, ,ks 


ka sks ,有 4]", 故 令 两 通 解 相 
一 已 一 一 局， 
k= b =k» Sa š 
等 , 则 a =2k =k. Xt kı = 2k, =2k 代入 方程 组 工 的 通 解 中 , 则 公共 解 为 
| a o 
b =b, 


2k[0,0,1,0]" 十 &[ 一 1,1,0,1] = &[ 一 1,1,2,1j", 其 中 为 任意 常数 . 
【代入 求解 法 】 
已 知 方程 组 工 的 通 解 为 


x = k [0,0,1,0]" + ks[—1,1,0,1]" = [— kz ,ks ,ki sk: J" > 
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k es 
Z kz 
FF x= = ,其 中 kisko 为 任意 常数 . 
A ki 
T4 k, 
y z xr — z, Px =0;, 
F x, k,, z> k,, zs kis z, kb 代入 方程 组 卫 ; 则 
一 Za 十 zi 一 0， 


一 
| ?> 一 2ks, 代 入 方程 组 I 的 通 解 , 则 x 二 [一 ky ,hss2k2 sha]' 一 ka[ 一 1， 


ks—ki+k:=0 
1,2,1]"(ks 为 任意 常数 ) 即 为 公共 解 . 
【 例 4.24] 已 知 齐 次 线性 方程 组 
mi T3zy +2zy +z (=0, 
3z +2z; +z — x, =0, 
3zi 十 3zz 十 pr =0. 
问 a,b 为 何 值 时 ,方程 组 工 与 方程 组 下 有 非 零 公 共 解 ,并 求 出 全 部 非 零 公共 解 . 


1 


lI: 


=i — x; Hax, =0, 


I 位 十 2zz 十 2zs — x, =0, 


== +— 
可 求 出 方程 组 [的 通 解 为 Y 一 外 十 如 | ” 2 | ,并 把 此 通 解 代 入 方程 组 下， 


一 3 +(2e+ 呈 je=o， 


RETN 
maea -3n +$ +) =o, 


—ak,=0. 
对 此 讨论 ,可 得 当 a=0,.b=1 时 ,方程 组 有 非 零 解 ,此 时 ,两 个 方程 组 有 非 零 公 共 解 . 非 
零 公共 解 为 x 二 k[5, 一 7,5,6]" ,其 中 上 为 任意 常数 . 
= 题 型 六 : 两 个 线性 方程 组 的 同 解 问 题 
< 魔 研 君 点 睛 
1. 4x 一 0 和 Bx 一 0 同 解 的 充分 必要 条 件 是 “两 个 线性 方程 组 的 系数 矩阵 的 行 向 量 组 
等 价 ” 
2. Ax=b, 和 Bx=b, 同 解 的 充分 必要 条 件 是 “两 个 线性 方程 组 的 增 广 矩阵 的 行 向 量 
组 等 价 ”. 
【 例 4.25] 设 有 齐 次 线性 方程 组 Ax 一 0 和 Bx 二 0, 其 中 A,B 均 为 m Xn 和 矩阵 , 现 有 4 个 
命题 : 
O 若 Ax 一 0 的 解 均 是 Bx 一 0 的 解 , 则 >CA)22r(B); 
© 若 r(4) 三 r(CB). 则 4x 一 0 的 解 均 是 Bx 二 0 的 解 ; 
© 若 Ax=051j Bx 一 0 同 解 , 则 r(A)=r(B); 
@ # r(A)=r(B), M] Ax=05 Bx 一 0 同 解 . 


所 第 4 章 线性 方程 组 
以 上 命题 中 正确 的 是 ( O. 


(A) OO (B) OO 
(CO) @@ (D) @@ 


车 hx 一 0 的 解 均 是 Bx 一 0 的 解 , 则 n 一 r(A) 三 n 一 r(B), 所 以 r(A)>r(B), RADR. 
若 AX=05 BX 一 0 同 解 , 则 7 一 r(4A) 一 7 一 r(B) , 即 r(A)=r(B),@ 38 Q) k. 3. 故 选 (B). 
【 例 4.26] 已 知 齐 次 线性 方程 组 
zi 十 2zz 十 3zs = 0, 
I: [a tan tsn =o H: | 
Tl 十 Xz 十 ars3 = 0 
同 解 , 求 a,b,c 的 值 . 

由 于 方程 组 [和 方程 组 上 [ 同 解 ,所 以 二 者 的 系数 矩阵 有 相同 的 秩 . 显然 方程 组 
开 的 系数 矩阵 的 秩 小 于 3, 故 方程 组 [的 系数 行列 式 必 为 零 , 即 
12 g 
2: 28 5 
(Ú 1 E 


xı + br, + cz; = 0, 
2zi +b x: + (c + 1)z; = 0 


=—a+2 = o, 


解 得 a=2. 
当 a=2 时 ,方程 组 工 的 系数 矩阵 可 化 为 


£ 2 g 1 ọ 1 

2-3 a 一 1 中 
£ š 2 o O Ó 

故 方程 组 工 的 一 个 基础 解 系 为 x 一 [一 1, 一 1,1]7. 


将 方程 组 工 的 解 代入 方程 组 开 中 ,可 得 0 一 1,c 一 2 或 0 一 0,c 一 1. 当 1 一 1,c 一 2 时 ,对 方 
程 组 上 [的 系数 矩阵 施 以 初等 行 变换 ,有 


1 4 2 ioi 
P 1 Jh 1 小 
显然 此 时 两 个 方程 组 同 解 . 
当 0 一 0,c 一 1 时 ,对 方程 组 开 的 系数 矩阵 施 以 初等 行 变 换 , 有 
yO 1 Io 1 
Ë 0 | Ë 0 中 
此 时 二 者 的 解 不 相同 . 
综 上 所 述 , 当 a=2,b=1,c=2 时 ,方程 组 工 和 方程 组 开 同 解 . 
= 自 测 题 精 选 m. 
1. 设 A 为 mXn 和 矩阵 , 齐 次 线性 方程 组 4Ax 王 0 仅 有 零 解 的 充分 条 件 是 ( J: 


(A) A 的 列 向 量 线性 无 关 (B) A 的 列 向 量 线性 相关 
(C) A 的 行 向 量 线性 无 关 (D) A 的 行 向 量 线性 相关 
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2. EAA ,及 是 方程 组 Ax 二 b 的 两 个 不 同 解 ,a ,as 是 对 应 的 齐 次 方程 组 kx 一 0 的 基础 
解 系 , 则 Ax— b 的 通 解 是 ( 


CA) ki æi +e Ca Ha) TT (B — B) (D) ki ai Hke Caa) HCR +B) 


(O ki a He (B +B) e) (D) ki a +e BBH (B +B) 


3. ÜZ n BEREA 的 伴随 矩阵 4 A0, E8 8 8 e 是 非 齐 次 线性 方程 组 Ax 一 已 的 互 不 
相等 的 解 , 则 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 Ax 二 0 的 基础 解 系 ( J; 
(A) 不 存在 (B) 仅 含 一 个 非 零 解 向 量 
(C) 含有 两 个 线性 无 关 的 解 向 量 (D) 含有 三 个 线性 无 关 的 解 向 量 


4. ai yas ,ai 是 Ax 一 0 的 基础 解 系 , 则 该 方程 组 的 基础 解 系 还 可 以 表示 为 ( J; 
(A) a ao ,as 的 一 个 等 阶 向 量 组 (B) a ,az ,as 的 一 个 等 秩 向 量 组 


(C) a ‚a, 十 az ,al +a; 十 as (D) ai 一 az ,as 一 as ,as 一 al 


5. 已 知 4 为 三 阶 和 矩阵 ,ww =[1,2,3]'.a, =[0,2.1]" a =[0,t: 1] 是 非 齐 次 线性 方程 
组 Ax=b 的 解 向 量 ,其 中 b==[1,0,0]", 则 ( 3): 
(A) 当 1=2 时 ,r(4)=1 (B) 当 t=2 时 ,r(4)=2 
(C) 4 ;Z2 BF ,rCA)=1 (D) 4 ;Z2 时 ,r(4) 一 2 


AMzli 十 zz 十 zs 一 0， 
6. raat |e Azs 十 zs 一 0, 只 有 零 解 , 则 A 应 满足 的 条 件 是 


Zi 十 zz 十 zs 一 0 


7. 若 线 性 方程 组 | OOO 有 解 , 则 常数 w ,as ,as sa, 应 满足 条 件 


X3 Tt, = —a 


8. WEM A= :4 是 A 的 伴随 矩阵 , 则 A*x==0 的 通 解 为 


1 4 3 
2 5 3 
3 6 3 


9. 设 向 量 @i ,as ,as 是 四 元 非 齐 次 线性 方程 Ax= b 的 3 个 解 , 且 秩 (4) 王 3. 若 w 一 [1， 
2.3,4],@ 一 3 os 一 [2. 一 1, 一 4. 一 7]. 则 方程 组 Ax=b 的 通 解 为 N 
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i 4 2 4 —I 3 
10. Z A.B JJ BEBE. Hp a= |—1 2 J 2 n 0 |: 若 存在 三 阶 和 矩阵 
0 4 1 m —1 p 
和 ,使 得 AX= B.) m sn p= 
11. ÉE 


2xı + (5 —A)z; — 4x; = 2, 

— by Fint (5i =—À — 1, 
SKM A 为 何 值 时 ,此 方程 组 有 唯一 解 、 无 解 . 无 穷 多 解 ,并 且 在 方程 组 有 无 穷 多 解 时 求 其 
通 解 ? 


re +2r: — 2x; = 1, 


12. 设 刀 是 三 阶 非 零 矩 阵 , 且 如 的 每 一 列 均 为 线性 方程 组 
Zil — T2: — X; = 0, 
[an 十 zz 十 Mrs = 0, 
3z, — 2zx — zs = 0 


的 解 , 求 Ah,r(B). 


13. 设 齐 次 线性 方程 组 
axı + bz, + bz, + ** + br, 0, 
bry tar; + hrs t= + Ra, = 0, 


brı + bx, + bz, + --- + az, = 0, 
Hp a#0,b0#0,n>2. 试 讨论 a,b 为 何 值 时 ,方程 组 仅 有 和 零 解 有 无 穷 多 组 解 ? 在 有 无 穷 多 
组 解 时 , 求 出 全 部 解 ,并 用 基础 解 系 表示 全 部 解 . 


14. aurrea a n BEARER KR HEN A ll 
xı 2x: +z; — z, =0. 
的 一 个 基础 解 系 为 
a 一 [2, 一 1,a 十 2,1]7 ao 一 [一 1,2,4,a 十 8]. 
D 求 方程 组 工 的 一 个 基础 解 系 ; 
(2) "4 a 为 何 值 时 ,方程 组 工 与 方程 组 了 有 非 零 公共 解 ? 在 有 非 零 公共 解 时 , 求 出 全 部 
FFARM. 


15. 已 知 下 列 非 齐 次 线性 方程 组 . 


w Fa — 2r, 一 一 60， 
I: 14zl — tz —zs — z, = 1, 
Bz — Ty — a = 8; 
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z: T mz — zy — z, =— 5, 
lI | nr; — T; — 2x, =— 11, 
Tı — 2r, =—t+ l1. 
(1) 求解 方程 组 工 , 用 解 出 方程 组 的 基础 解 系 表示 通 解 ; 
D 当 方程 组 正中 的 参数 m,n.t 为 何 值 时 ,方程 组 I 与 方程 组 全 同 解 . 


所 第 4 章 线性 方程 组 


自 测 题解 题 参考 
1. Ax 二 0 仅 有 和 零 解 时 ,rr(A) 二 nn. 
又 A 为 mXn 和 矩阵 , 则 7x(4) 二 列 秩 =n， 
BX A 列 向 量 组 线性 无 关 . 故 选 (A). 


2. 排除 法 . 对 于 (A), 二 (一 民 ) 不 为 Ax=b 的 解 , 故 不 正确 . 


对 于 (C) ,由 于 A(pB 十 屁 ) 二 26, 则 BB 十 BB 不 为 Ax 二 0 的 解 , 故 不 正确 . 
对 于 (D) ,a 与 —B, 线性 相关 性 未 知 , 则 CD) 不 确定 . 故 选 (B). 


n, r(A)=n, 
3. r(A°)=.41, r(A)=n-1, 
0, r(A)<n-1. 
由 于 A' 关 0, 因 此 (4" ) 三 1, 则 -('A)=n sk n—1. 
又 Ax 二 b 有 4 个 不 同 解 , 则 可 知 4x 王 0 有 非 零 解 , 则 (4) 一 "一 1. 
因此 ,Ax 二 0 仅 含 一 个 基础 解 系 . 故 选 (B). 


4. 对 于 (A), 与 a ,az ,as 等 价 的 向 量 组 的 向 量 个 数 不 一 定 为 3 , 故 排除 . 
对 于 (B) ,与 ,az ,as 等 秩 的 向 量 组 同样 个 数 不 一 定 相 等 , 则 错误 . 
对 于 (D) ,由 于 (@i —a;) + (a, — a ) + (a, —a) = 0. Ja, —a: +a, —a; +a, —a, 线性 相关 . 


故 选 (C). 
100 (1 0 0 
2 ejo t if; 
3 1 1) lo o —2 


由 于 Aa, =b.Aa, =b, Aa; =b, Jl] ALa, .a,.a, ]=[b.b.b]. 
`4 t2 W X TiM CA) =r, b.b) =r(b)=1. KiC). 


5. X=[a ,as a, ]= 


(4 一 1)? 关 0, 则 24 关 1. 


7. 由 题 意 知 ,r(4) 二 r(4), 故 


1 1 0 0 =a 1100 = 

_ o 1 4 9 Q 0110 Ph 

Alo o 1 1 -a| lo011 = i 
0 0 0 1 as 0 0 0 ai 十 az 十 as 十 as 


则 (4) 王 r(4) 王 3, 即 a, Haz +a; +a, 一 0. 


1 4 3 
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1 4 3 $ 4 3 
g. A&=12 S 3 910. —š —š P= 
3 6 3 0 一 3 一 3 0 0 0 


可 知 r(4) 王 2 一 r(4 7 ) 二 1, 则 A“ x 二 0 有 两 个 线性 无 关 的 解 向 量 . 
由 A*A=1AIE==0, 可 得 通 解 为 有 [1,2,3]" 十 ka[4,5,6]" ,ki ,ks 为 任意 常数 . 


9. 因为 r(4) 王 3, 则 4x 一 0 的 基础 解 系 有 一 个 解 向 量 .w 一 3 ws 十 2 a, 为 hx 一 0 的 解 ,其 
4 


中 os 一 3 a, 十 2 a, S [Ax b ñ93m8 2 kC4,3,2,1]"+[1,2,3,4]",k 为 任意 常数 . 


请 


10. 
1 1 2 4 —1 3 
[A,B] = - 1 2 1 2 n | 
O Ee “$ 


1 1 4 =f 3 
0 1 1 m =j b k 
0 0 0 6—3m n+2 3—3p 


#'Az=B A f. W| r(A)=r(A,B), HEH} m=2,n=—2,p=1. 


2-2 2 一 2 
11. |41 2 5 一 4 A—1)*4—10); 
一 2 —4 5—A 


(1) "4 AZ1 H. 2410 时 ,方程 组 有 唯一 解 . 
(2) 4 A=10 时 ， 


—8 2 一 2 | 2 —5 一 4 2 
as] 2 —5 —4 中 -| 一 9 一 9 | 

一 2 一 4 一 5 一 11 0 o. 27 

此 时 -CA)Zr(A.b).ñk Ax= b 无 解 . 
(3) "4 A=1 时 ， 

Î 2 一 2 1 
2 4 一 4 |- 

一 2 —4 4 一 2 


此 时 r(A) =r(A b) <3. W Ax=b 有 无 穷 多 解 . 
故 通 解 为 护 [ 一 2,1,0]r7 十 ie[2,0,1]7 十 [1,0,0]7 ,其 中 ,ks 为 任意 常数 . 


==. 1 
[A.b] = 


1 2 
0 0 
0 0 


1 =f = 
= A 
= 


,可 知 |14| 王 一 人 一 1. 
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由 于 Ax= 二 0 有 非 零 解 二 141 二 一 4 一 1==0, 则 4= 一 1. 
Ep) 工时 ,r(4) 王 2, 则 4x 一 0 的 基础 解 系 仅 含 一 个 解 向 量 , 则 ~(B) 王 1. 


13. 对 系数 矩阵 ( 记 为 A) 作 初等 行 变换 : 


a b b a b b 
b a H b—a a—b 
A= i s 
š b š 
Ë rG á b—a a—b 


(1) 当 a=6b( 取 0) 时 ,r(4) 二 1,Ax 二 0 的 同 解 方程 组 为 
wi 
基础 解 系 中 含有 一 1 个 (未 知 数 的 个 数 一 系 数 矩 阵 的 秩 ) 线 性 无 关 的 解 向 量 , 取 zx ,zs,…， 
z, 为 自由 未 知 量 , 分 别 取 z, =1,z;,=0,--,z,=0; zz 一 0,zs 一 1 一 08 …3 z =0, 
zs 一 0,…，,zn 一 1, 得 方程 组 "一 1 个 线性 无 关 的 解 为 
& =[—1,1,0,--,0J7, & =[—1,0,1,0,--,0]', +, & =[—1,0,-:,0,1]', 

即 为 其 基础 解 系 .方程 组 Ax 二 0 的 全 部 解 为 x 二 ki 外 十 ks 色 十 … 十 k_16&,-1, 其 中 (i 二 1,2， 
…,n 一 1) 是 任意 常数 . 

(2) 4 ab 时 , 则 


b ssh b à - r. Gss ` 8 
b—a a—b =r I 
4 一 š š a |P”. 
b—a a—b = 1 
at G — 1)b 
=l 1 
=1 i 


故 当 aZb Ha#—(n—1)b h}, |A| =a+(n—1)bÆ0,r(A)=n Ax= 0 LA RR. 
4 aZb 且 a 一 一 (2 一 1D)2 时 ,r(4) 一 2 一 1,4x 一 0 的 同 解 方程 组 是 
— z, +z; = 0, 


— Z T z = 0, 


e ws = 0; 
基础 解 系 中 含有 1 个 (用 未 知 数 的 个 数 减 去 系数 矩阵 的 秩 ) 线 性 无 关 的 解 向 量 , 取 zi 为 自由 
未 知 量 , 设 zi 一 1, 得 方程 组 的 1 个 非 零 解 和 二 [1,1,… ,1]J", 即 为 其 基础 解 系 , 故 方程 组 的 全 
部 解 为 
x= 妈 . 其 中 是 任意 常数 . 


14. (1) 对 方程 组 1 的 系数 矩阵 作 初 等 行 变换 ,有 


A f23—1 o,f? 171 1 2 1 —1 
L. 2 1 —1 2 3—1 0 Ü —1 一 3 eA 
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系数 矩阵 的 秩 为 2, 故 基础 解 系 由 4 一 2 个 线性 无 关 解 向 量 组 成 , 选 z, ,zt 为 自由 未 知 量 ,分 
别 取 z,=1,z,=0 及 zs 二 0,z4 二 1, 求 得 方程 组 的 两 个 线性 无 关 解 为 
B = G,—3,1,0)7, Bp = (一 3,2,0,1)7， 
由 此 可 得 方程 组 1 BJ 380886 2 NB. 一 (5, 一 3,1,0)7.,B 一 (一 3,2,0,1)7. 
(2) 由 题 设 条 件 , 根 据 齐 次 线性 方程 组 的 解 的 结构 ,方程 组 下 的 通 解 为 


2 = 2k1 — kz 
=l 2 — kı + 2k: 
ki al +k: az = kı Tea = . 
a+t2 4 (a +2)kı + 4k: 
1 a+8 kı + (a + 8)k; 


方程 组 1 与 方程 组 用 有 非 零 公共 解 , 即 方程 组 [的 一 部 分 解 也 是 方程 组 1 的 解 ,把 方程 组 了 
的 通 解 表 达 式 代入 方程 组 ] ,整理 后 得 
(ae 十 1)A = 0, 


(a+ Db — (a + D; = 0. 
要 使 方程 组 1 .方程 组 开 有 非 零 公共 解 ,只 需 关 于 k ,ks 的 方程 组 ( * ) 有 非 零 解 . 

所 以 , 当 a 隆 一 1 时 ,由 (* ) 式 知名 二 ,二 0, 方 程 组 1 与 方程 组 [无非 零 公共 解 . 

当 a 二 一 1 时 ,无 论 ,ks 为 何 值 ,( * ) 式 恒 成 立 , 方 程 组 了 的 通 解 满足 方 程 组 [ , 即 方 
程 组 开 的 全 部 解 都 是 方程 组 工 的 解 ,故此 时 


2 = 
一 1 2 
kı @ı T+ ko @ = kı +k: 
1 4 
1 z 


是 方程 组 工 方程 组 下 的 全 部 非 零 公共 解 (A ,As 为 不 全 为 零 的 任意 常数 ). 


15. (1) 对 方程 组 工 的 增 广 矩 阵 作 初 等 变换 ,有 


L 1 0 一 2 ;一 6 1 1 0 —2:—6 
0 一 5 一 1 7; 25 


-= 1 


3 一 1 一 1 0i 3 


1 1 0 —2;—6 
0—1 0 1: 4 
0 —4 -1 6: 21 


方程 组 工 对 应 齐 次 方程 组 的 同 解 方程 组 为 
+ x — 2z, = 0, 


一 > 


— xz +z, = 0, 


— zs + 2z, = 0. 
选 x 为 自由 未 知 量 , 取 zx 二 1, 求 得 对 应 齐 次 方程 的 基础 解 系 为 € 二 [1,1,2,1]", 取 自由 未 
知 量 xz, 二 0, 求 得 非 齐 次 方程 的 特 解 y* 二 [一 2, 一 4, 一 5,0]7, 故 解 方 程 组 1 的 通 解 为 码 十 
7 ,其 中 上 是 任意 常数 . 


局 第 4 章 线性 方程 组 
(2) 将 方程 组 [ 的 通 解 


代入 方程 组 ,整理 得 


(n—4)(k—4)=0, 
t = 6. 
A k fE K .MCIR m=2.n=4,t=6, DEH | J 2 k EH CEE 3 3 k X 
K). 此 时 ,方程 组 开 的 增 广 矩阵 
1 2 一 1 一 1; 一 5 
"| 4 一 1 —2:—11|. 
0 0 1 一 2; 一 5 
显然 r(B)=r(B)=r(A)=r(A)=3.W J FH 工 . 方 程 组 开 有 相同 数量 的 解 . 又 由 上 述 证 明 


知 ,方程 组 I 的 解 全 部 是 方程 组 [的 解 , 故 当 mm 二 2,n 二 4,1 二 6 时 ,方程 组 工 与 方程 组 开 
同 解 . 


l: —2)(k—4) = 0, 
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.a 考研 大 纲要 求 与 重点 导 学 F 


1. 本 音 大 网 及 考试 要 求 


序号 考试 内 容 与 要 求 适用 科目 

1 | 理解 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 的 概念 及 性 质 ,会 求 算 阵 的 特征 值 和 特征 向 量 数学 一 二、 三 
理解 相似 矩阵 的 概念 性质 及 矩阵 可 相似 对 角 化 的 充分 必要 条 件 , 掌 握 将 矩阵 化 数学 一 一 .三 
为 相似 对 角 和 矩阵 的 方法 
3 | 掌握 实 对 称 和 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 的 性 质 
4 | 了解 内 积 的 概念 ,掌握 线性 无 关 向 量 组 正 交 规范 化 的 施 密 特 (Schmidb) 方 法 
5 ”| 了解 正 交 和 矩阵 的 概念 以 其 性 质 


2. 本 章 概 要 与 重点 导 学 

本 音 在 考研 中 占有 举足轻重 的 地 位 ,是 考研 的 热点 章节 . 从 近 15 年 的 考研 真题 角度 上 
看 ,无论 是 主观 题 还 是 客观 题 ,都 会 涉及 本 童 的 内 容 , 所 以 请 大 家 务必 重视 . 本 章 主 要 包含 三 
个 大 方向 的 知识 , 即 特征 值 与 特征 向 量 , 相 似 对 角 化 以 及 实 对 称 矩 阵 的 正 交 相似 对 角 化 . 其 
中 ,特征 值 与 特征 向 量 的 定义 与 性 质 和 相似 对 角 化 的 方法 与 条 件 、 一 般 矩 阵 与 实 对 称 矩 阵 相 
似 对 角 化 的 区 别 与 联系 是 复习 的 重点 ,一 定 要 回归 到 最 基本 的 定义 性 内 容 , 重 在 理解 ,掌握 
套路 ,这 样 肯 定 可 以 轻松 拿 到 这 部 分 的 分 数 ! 


a1 必 会 基本 内 容 F 


敬告 征 值 ,特征 向 量 相关 概念 及 性 质 
L. 特征 值 .特征 向 量 相关 概念 

定义 设 A 为 n WER. AFERA 及 非 零 向 量 a :使 得 ha —2 (a 天 0) , 则 称 ) 为 A 
的 特征 值 ,a 为 * 所 对 应 的 特征 向 量 . 

[iz] (1) 特征 向 量 e Z0. 

(2) Ža 为 A 的 特征 向 量 , 则 Aa 5a 线性 相关 . 


*%ü s š 方 阵 的 特征 值 与 特征 向 量 
G) Aa =a (a #0) 


T 

QE —A)a =0 a #0) 
T 

(XE 一 A)x 二 0 有 非 零 解 a 
T 

|lAE—A|=0 


Jt F|AE—A|#k AEE A 的 特征 多 项 式 ,|AE 一 A| 二 0 称 为 A 的 特征 方程 ,AE 一 A 称 为 A 的 
特征 矩阵 . 


(4) n BHE REAA AEEA n 个 ,可 以 为 特征 方程 的 重 根 ,也 可 不 为 实数 . 
z 魔 研 君 点 睛 

求 数值 型 矩阵 特征 值 及 特征 向 量 的 步骤 : 

第 1 步 : 利用 |XE 一 A|==0 求 出 h(i 二 1,2,…,n); 


第 2 步 : 将 A; 回 代 得 特征 矩阵 4;E 一 A, 求 解 出 齐 次 线性 方程 组 (XE 一 A)x 二 0 的 基础 
解 系 , 即 为 A; 所 对 应 的 线性 无 关 的 特征 向 量 . 


A bR 


2-3 
【 例 5.1] va-l 1 3|, 求 4 的 特征 值 以 及 特征 向 量 . 
3 9 = 


GUD 第 1 步 : #| H 346242 |AE—A|=0 K 348452 . 


1 一 1 2 3 A+1 —à—1 0 
laE—A| 2 4—1 3 2 4—1 3 
3 3 24—6 3 4—6 
Aja 0 0 
2 4—3 3 Q +1)[Q —3) Q —6)—18] 
—3 —6 1 一 6 
= Q+1)1(2—9)= 0, 


则 和 二 0,hs 二 一 1,Xs 二 9. 
第 2 步 : 将 4; 回 代 得 特征 矩阵 4;E 一 A, 解 线性 方程 组 (XE 一 A)x 二 0 即 可 求 得 4; 所 对 
应 的 特征 向 量 . 
(1) ž 4,50 时 , 解 方 程 组 (0E 一 A)x 一 0， 
i © | 
0 i 中 
0 Ó Ó 
可 知 基 础 解 系 为 mi 一 [ 一 1, 一 1.1]7, 则 ) 王 0 所 对 应 的 全 体 特征 向 量 为 ki a (Ai 天 0). 


一 1 一 2 一 3 
0oPE 一 4 一 | 一 2 一 1 —3|>= 

一 3 一 3 一 6 

(2) 当 ja 一 一 1 时 , 解 方程 组 (一 1E 一 A)x 一 0 


二 和， — Ë. 3 
1E—A 2 2 3 
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同 理 , 基 础 解 系 为 qs 一 [一 1.1.0]7, 则 Xs 一 一 1 所 对 应 的 全 体 特 征 向 量 为 ks alk 天 0). 
(3) 3 3 一 9 时 , 解 方 程 组 (9E 一 A)x 王 0， 
1 —1 0 
-| 2 一 1 
ó Ó “Ó 


8 三 和 二 人 
9E 一 4 一 | 一 2 8 一 3 
同 理 , 基 础 解 系 为 m# 一 [1,1,2]7T, 则 Àx =9 所 对 应 的 全 体 特 征 向 量 为 bs as (h; #0). 


一 和 一 3 3 


00 o i 
N 0 l 0 
[55.2] 设 4 一 S La , 求 4 的 特征 值 以 及 特征 向 量 . 
1 0 0 0 
GD 第 1 步 : 利用 特征 方程 | 已 一 A| 一 0 求 特征 值 1. 
A 0 0 —1 0 0 0 AX—1 
lg — A|= © à =i @ | |Ó k =i 0 
0 一 1 à 0 0 一 1 à 0 
一 1 0 W. IA 一 1 0 0 A 
0 0 0 2—1 
o A =i ¿Q OA sm. 
= = (2? —1)(—1)"| 0 —1 A 
0 一 1 à 0 CD 
一 1 0 0 
一 1 0 0 A 


à —1 
-wDcy| 1 ,| (à? —1) (2? —1)= Q—12 Q +1)° = 0, 


MJ = =1,k, = = -—1. 

# 2 3. 将 4 回 代 得 特征 矩阵 A;EE 一 A, 解 线性 方程 组 (XE 一 A)x 二 0 即 可 求 得 XA; 所 对 
应 的 特征 向 量 . 

(1) 3 ==] 时 , 解 方程 组 (1E 一 A)x 二 0， 


1 0 0— (10 0 -1 
o 1— oj lo1-1 o 
1E—A= > 
0—-1 1 oj joo o 0 
-1 0 0 1 \vo 0 0 


Tinik ahh R Aa = [0.1.1.0] a= [1,0,0,1]7, A] A, =à: =1 所 对 应 的 全 体 特征 向 量 为 
Ai al 十 Ri al Y kik: 为 不 全 为 零 的 任意 常数 . 
(2) 当 3 一 和 4 一 一 1 时 , 解 方程 组 (一 ] 五 一 A)x 一 0， 


—1 0 0 —1 j 0 @ 1 
0—1—1 o| |o 11 0 
—1E—A= > ; 
o —ı —ı 0| joo 0 0 
—1 0 0—1) No000 


同 理 , 基 础 解 系 为 一 [0, 一 1,1,0]T,aw 一 [一 1,0,0,1]7, 则 
体 特征 向 量 为 ks as 十 Rs ai ,其 中 kiki 为 不 全 为 零 的 任意 常数 . 


> 


Ë= À = —1 所 对 应 的 全 
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2. 特征 值 、 特 征 向 量 的 性 质 
(1) 对 角 和 矩阵 、 上 三 角 和 矩阵 和 下 三 角 和 矩阵 的 特征 值 是 主 对 角 线 元 素 . 
(2) E Ai sdt A, 是 n 阶 方 阵 A 的 个 特征 值 , 则 


O DA: = h +A +: HÀ, = an Har + +a, = Das, 
i=1 


i=1 


其 中 Y as 是 4 的 主 对 角 元 之 和 , 称 为 矩阵 4 的 迹 , 记 作 r(A); 
@ IL, = Àirde" Àn =| A l; 


G) 车 行列 式 |aB 十 M1 二 0, 则 4 二 一 站 是 A 的 一 个 特征 值 . 


(4) 矩阵 A 的 对 应 于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 线 性 无 关 . 

(5) 矩阵 4 的 & 重 特征 值 至 多 有 k 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 特 别 地 , 当 A 有 n 个 不 同 
的 特征 值 时 (没有 重 根 ) ,A 有 个 线性 无 关 的 特征 向 量 . 

(6) n IREA 的 特征 值 为 ,4 的 属于 特征 值 的 特征 向 量 为 ce, 则 


A A+kE kA At fA) " &° AT P lAP 
本 1 lAl 
À A+ kà X fO) 于 T r À 
a a a a a a a 不 确定 P'a 
其 中 f(z)=a tair +a,z" 为 n KEKR W f(A) =a E+a A+ +a, A" an 天 0. 
RAI 


【 例 5.3] 证 明 性 质 (6). 
根据 已 知 条 件 A 的 特征 值 为 XA,A 所 对 应 的 特征 向 量 为 q , 则 可 知 
Aa 一 Mu. ° 
(1) 根据 题 设 可 知 (A 十 有 E)a =Aa 十 ka ,将 Aa —=2a RA. N] 
(A+kE)a = Xa + ka = (À + k)a , 
于 是 立即 可 得 A 十 kE 的 特征 值 为 和 十 &, 特 征 值 所 对 应 的 特征 向 量 为 @ . 
(2) 对 Aa 一 Ma 两 边 同 乘 &, 则 (kh )a = (FÀ )a ,可 知 kA 的 特征 值 为 人 ,特征 值 所 对 应 
的 特征 向 量 为 a . 
(3) 对 Aa =2Q 两 边 左 乘 4 , 则 


A’ a = Ma = X a., © 
故 A? 65 385 4848 2 A? , 35 48 48 Pf 3 2 65) 5 AE 6) Ea. 同 理 , 再 对 加 两 边 左 乘 A, 则 
A'a = 2Aa =i a., @ 
可 知 A 65 34 AF48 25 A? , AF AF48 Pf xF 2 65 Ae 48 6) 2 pa .依次 类 推 ,4 的 特征 值 为 4*, 特 征 值 
所 对 应 的 特征 向 量 为 @ . 
(4) 由 条 件 可 知 
(aE +aA + = +a,A")a = as a + ajAa +- + a,A"a . @ 
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根据 (A) 二 aoE 十 a1A 十 … 十 ashA", 以 及 (3) 结 论 代 入 四 , 则 有 
f(A)a = ac a+ a, ìa += +HaÛd"a = (aad 二 +ad’)a = f(À)a , 

则 f(A ) 的 特征 值 为 (4X) ,特征 值 所 对 应 的 特征 向 量 为 @ . 

(5) 对 Aa —2a HAERA (根据 题 设 A 可 逆 ), 则 a =2A la. g T A TŽ, m) |À | Z 
0, 可 知人 所 有 特征 值 不 为 零 ,因此 4-ia 一 -La .可 知 ,A-! 的 特征 值 为 半 , 特 征 值 所 对 应 的 特 
征 向 量 仍 为 @. 

(6) 对 Aa 一 Xa HLERA, WJ 

A'Aa =ìA* a> |A|a =2A a, 

Pp 3 AZ0 时 ,4A*a -14l。 (此 时 A 可逆). 


可 知 ,A* 的 特征 值 为 | 全 | ,特征 值 所 对 应 的 特征 向 量 仍 为 g. 


(7) 对 于 A 的 特征 多 项 式 进行 处 理 , 得 
lag—A|= |QE—A)'|= | aE)" —A"|= [aE —A"|. 
可 知 ,AT 的 特征 值 为 4, 但 是 特征 值 所 对 应 的 特征 向 量 无 从 判断 . 
(8) 令 P'1AP=B, 则 A= PBP `'. 
根据 Aa =a , WJ PBP 'a =a >B(P ''a )=A(P ''a) 
T, B=P AP 的 特征 值 为 ,特征 值 所 对 应 的 特征 向 量 P-!'@ .证 毕 . 


S 魔 研 君 点 睛 

(1) AT 特征 值 的 求解 方法 不 能 按照 定义 来 求解 .这 里 根据 两 个 同 阶 和 矩阵 的 特征 多 项 
式 相等 ,从 而 推出 两 矩阵 的 特征 值 相 等 , 即 |) 轧 一 A| = [2E —B | >14 二 Xp, 但 是 所 对 应 的 
特征 向 量 无 法 做 出 判断 . 

(2) 证 明 中 的 常用 绕 阵 、 特 征 值 . 特 征 向 量 ( 除 了 47I) 还 满足 线性 登 加 关系 . 例如 已 知 
Aa = , PP A 的 特征 值 为 4, 所 对 应 特征 向 量 为 a, 则 [A* 十 / (A) +A Ja = 


ALL a+] ,& A 十 f(A) 十 4! 的 特征 值 为 | 7CD 十 二 ,所 对 应 特征 向 量 为 @ 


【 例 5.4】 已 知 三 阶 和 矩阵 4 的 特征 值 为 1,2, 一 1, 则 |A|= ; A` 的 特征 值 为 
; (4" )* 的 特征 值 为 ;1(4")*|= ; A* 十 34 十 2E 十 4-! 特 征 作 
为 ,A' +3A+2E+A `! (nj / sn 3). 


up (l) |A|=1X2X(—1)=—2. 


(2) 已 知 4 的 特征 值 M4:1,.2. 一 1, 则 4” 的 特征 值 为 ] 人 | y aa 分别 为 一 2, 一 1,2. 


A 


(3) 同 理 ,(A* ) 特征 值 为 | 全, 其 中 | |=—2X(—1)X2=4,#(A* ) 特征 值 分 
A 
别 为 一 2, 一 4,2. 
(4) (4 六 一 一 2X( 一 4)X2 一 16. 


Oa +3A+2E+AT Mat iatea Alta 2.312, 425,0. 
A A 


(6) [A* H3A+2E+A™'|=0, MA R TŽ”. 
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SED EEE EL 2 SE BB 134 ga t 


1. 矩阵 相似 概念 及 性 质 

(1) EX: 设 A,B 均 为 n 阶 方 阵 , 若 存在 一 个 可 逆 和 矩阵 也 ,使 得 P 'AP 二 B, 则 称 矩 阵 A 
与 B 相似 , 简 记 为 A~B. 

E B 为 对 角 和 矩阵 A , 则 称 A 可 相似 对 角 化. 

(2) 性 质 : @ 相 似 具 有 反 身 性 (4 一 4) ,对 称 性 (4 一 B 一 B 一 4) ,传递 性 (4 一 了 ,了 一 C 一 
4 一 C); 

@ 相似 矩阵 具有 相同 特征 值 , 但 特征 向 量 却 不 一 定 相同 ; 例 5. 2 中 推导 过 , 若 P''Ap= 
B,a 为 4 的 特征 向 量 , 则 MA 一 Me: 也 的 特征 向 量 为 Pa . 


z 魔 研 君 点 睛 

1. 3 A—B. N] 

d) À = 2; (2)|]|A|= B|; (3)trA=trB; (4) |E —A|=]|àE -B |; 
(5)r(A)=r0(B). 

DE] 这 5 条 结论 为 4 一 下 的 必要 条 件 , 而 非 充 分 条 件 . 

2. 2 A—B. 1] 

(1) AT—B1; (2)A 1—B -1( 若 4 一 有 可逆); (3)4 ~B; 

(4)f(A)— f(B)( f(x)3) x 60 n 次 多 项 式 ). 


2. AEREA} fi Ae CRE) 


3 ATRAN 
À, 
车 A~A (对 角 阵 ), 记 A 一 | — |w 
P 'lAP = A (P A *J i# $Ë H) 
SAP = PA Gi P = [a a, sa, ]) 


SA[a sa, 0) = [ai sa ,*** sa, | 


[Aa Aa: Aa, ] = [hi a) À; @ "Ala, | 
Ag, = ìa; i = 1,2,° ,n. 

可 以 发 现 ,相似 对 角 化 的 结果 A 是 由 A 的 特征 值 构成 的 ,而 使 得 相似 对 角 化 的 可 逆 
EE P ZË dq A 的 于 个 线性 无 关 的 特征 向 量 作为 每 一 列 形 成 的 ,并 且 要 求 王 中 列 向 量 的 排 
列 次 序 与 A 主 对 角 线 上 的 特征 值 排列 次 序 一 一 对 应 . 

(1) 相似 对 角 化 的 条 件 

(D n BEBE A 可 相似 对 角 化 对 A 65 k EEA k 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ( 充 要 
条 件 ). 
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单 重 特征 值 一 定 有 1 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 则 A 可 否 相 似 对 角 化 只 关注 重 根 . 

© n MEEA THAR ASA RA n 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ( 充 要 条 件 ). 

© #n MEEA n 个 不 同 特征 值 二 n BF E E A 可 相似 对 角 化 (充分 条 件 ). 

(2) n MEEA 相似 对 角 化 求解 方法 

第 1 步 : 利用 |XE 一 A| 二 0 求 出 A 的 n MAFIE Ar. ni; 

第 2 步 : 回 代 Ai(i 二 1,2,…,n), 解 (NE 一 A)x 二 0 得 到 4 所 对 应 的 线性 无 关 的 特征 向 
Ža: G=1,2, n); 

第 3 步 : RRA EEA —— s 8 BJ, dE PRA, A P—[a sana], 

A 
Àz = 
则 A = "i ,此 时 P 'AP=A. 
Àn 

(3) 利用 相似 对 角 化 求 方 阵 A 的 n kE. 

若 P APSA , p A— A $ti} A= PAP `! . J A" = (PAP 1)"— PAP ! + PAP"! +... + 
PAP '!=PA"P ',3t P 


Ài Ë ài 
A" 一 Àz = 2 x 
A àn 
了 一 [ai ,Qs，… a, ].a, 为 A; 所 对 应 的 特征 向 量 . 
Bp 小 试 牛刀 
4 2 
【 例 s.s] 求 一 个 可 逆 和 矩阵 ,将 4=|0 一 3 4 | 对 角 化 ,并 求 A. 
0 4 3 
一 1 一 4 一 2 
) 十 3 —4 
Gup |E—Al=| 0 +3 一 4 sazit Aaa pa+, 
0 —4 à2—3 


*£RAFARdBR A= 1, 二 5,hs =— 5. 


0 =i =2 0@ 1 0 
对 1 二 1, 解 方程 (E 一 A)x 一 0,; 由 E 一 A 二 |0 4 4|>]0 0 1|, 得 特征 向 量 


Ü. =: =a 0 0 0 
1 
0 


4 一 4 —2 1 —2 Ü 
对 hs 二 5, 解 方程 (5E 一 A)x 二 0, 由 5E 一 A 0 8 4| 一 | 0 2 1 
g- —4 2 


ai 一 


,得 特征 向 
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量 a 一 | 
2 
6 4 2 1 © —i 
net 2 Jt: J. 2 | ,得 特征 向 量 
0 4 8 0 0 O 
1 
@ = "| 
1 
£ 2 ii L @ © 
ee 1 a)" marza -hi 5 0 |, TRAP? = 
@ 3 i 0 0 一 5 


| 
jai 


. ig P` AP=A , # A= PAP, M m A = (PAP™ )™ = PA™ p-1 = 


ajv al~ o 
aj= <| 


0 


100 
5 


| 六 知识 ( 正 交 化 .单位 化 ` 正 交 和 矩阵 ) 


1. 设 向 量 组 wa ,as ,…,a 线性 无 关 , 则 可 利用 施 密 特 正 交 化 构造 与 @ ,ws ,…',a 等 价 的 
正 交 向 量 组 Bi , 尼 ,…,B, ,方法 如 下 : 


Fp 
° ° 一 
a 
© so 
2 

a 
Sn. 


B =a, 
B = a (OB 
(a,.B.) (aB) 
R =a BB a hne 
(a,.B.) (aB) o _ .. m Ba) 
Pı =a, G BOP G BoP BB 
上 面 过 程 称 为 施 密 特 正 交 化 . 


Ngo B. 0 尼 < 8° B. `] J DA nl 
2. Spi TBT $: TET $= BT ,此 过 程 称 为 单位 化 (或 规范 化 ). 
3. EZH 


IF n Bir Q , 若 Q'Q=Q9' =E. N Q FJ F 3 8 E. 
[E] 对 于 正 交 阵 CT 一 0 , 则 @ 一定 可 逆 . 
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A Q=[a a:a, |], 则 
ar aa ala … aa, 
al aa aa … aa, 
gog = j [| 
a ala, ala: > aa, 
H Faja; = (a; .a;) , W] 
(aa) (aea,) … (a.a,) il 
(a.m) (eyes) … (@.@,) 1 
o'o- : : Is 
(ana) (ansa) … Canan) 1 


l, i=j, 
=> (a; aj) = | 
OE 
对 于 正 交 阵 Q, 可 知 : (1) 列 向 量 披 此 正 交 ; (2) 列 向 量 均 为 单位 向 量 . 


小 试 牛刀 


1 =] 4 
[0] 5.6] ia | 路 | 中 | 
一 1 1 0 


正 交 化 . 


SB =a» 


,用 施 密 特 正 交 化 过 程 把 这 组 向 量规 范 


= 1 =] 
a-a-a-a ef 
1 —1 1 
4 1 一 二 2 
ae (eja (ea È PF. | 中 
0 =1 1 2 


则 正 交 化 后 得 到 
1 == 1 

_ bp | EAN - E D ce 
1° TBI ala) =T al ji %»= TaT ae) 


SEEE E 88 1 


设 4 为 实 对 称 和 矩阵 , 则 

(1) A 的 特征 值 全 是 实数 ; 

(2) A 的 属于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 必 正 交 ， 

(3) A 的 重 特征 值 必 有 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 即 -QE 一 A) 二 n 一 k; 
(4) A 可 以 对 角 化 ,并 且 存 在 正 交 和 矩阵 0Q, 使 0 'AQ=QTAQ=A. 
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如 何 将 一 个 nn 阶 实 对 称 矩 阵 正 交 相 似 对 角 化 ? 

第 1 步 ; 利用 |XE 一 A| 二 0 求 出 A 的 n 个 特征 值 A ,Xs hui; 

第 2 步 : 回 代 Xi(i 二 1,2,…,n), 解 (XE 一 A)x 一 0 得 到 4A; 所 对 应 的 线性 无 关 的 特征 向 
Ža; (i 二 1,2,°" ,nn); 

第 3 步 : 再 将 A1 ,Xs，… ,A 所 对 应 的 线性 无 关 特征 向 量 gl ,as ,…,@, 进行 施 密 特 正 交 
化 得 Bi ,BB ，… ,BB,; 

第 4 步 : 再 将 正 交 化 结果 有 B... ,进行 单位 化 得 8? Bo. ,po ; 

第 5 步 ; 一 一 对 应 写 出 结果 , 令 正 交 答 阵 OQ 二 [BY .82 ,… ,B®], 则 


À, 
Q'ag— q'a = | * 
2, 
2 2 —2 
【 例 s.7] 求 一 个 正 交 和 矩阵 ,将 对 称 和 矩阵 A==| 2 5 nt 
2 —4 $ 
2-2 —2 2 a—2 —2 2 
由 | 和 一 41=|-? hi-5 4 | | —2 -5 ° 
2 4 4—5 0 4—1 24—1 
a—2 一 4 2 
a a |=@=i|* ° TS [A-D a00 EAE amam, 
o © äi TAA 
às 一 10. 
-1 — 2) /1 2 一 ? 
对 0 二 XA, 二 1, 解 方程 (E 一 A)x 二 0, 由 E 一 A | 4 中 0 0 | ,得 特 
F 4 —4 0 0 0 
一 2 2 
征 向 量 @ 一 | 1 | | 
0 1 
8 一 2 2 2 0 1 
对 Xs 二 10, 解 方程 (10E 一 A)x 二 0, 由 10E 一 A | 2 5 4 f- 1 0 |, 得 特征 
2 4 5 0 0 0 
1 
向 量 a: 王 | 2|. 


=2 
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š (a: ,Qi ) 
化. A; 
正 交 化 : AR =a Ca I | 


i 4 
0 5 =g 

E i 
5 3.5 3 

.5 V5 1 0 O 

e= snyd =| + 二 Z |moao=A=|o 1 0 

1982983 J5 3.5 3 Ë. 

5 2 0 0 10 
0 — 一 二 
3V5 3 


数值 型 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 


< 魔 研 君 点 睛 

此 类 问题 一 般 都 是 两 个 步骤 : 第 一 步 利 用 特征 方程 |AE 一 A| 二 0 求 出 特征 值 4;; 第 
二 步 将 4; 回 代 , 利 用 (hE 一 A)x 二 0 求解 A; 所 对 应 的 特征 向 量 @;. 

除 此 之 外 , 当 撼 阵 以 及 特征 向 量 均 已 知 时 ,利用 定义 求解 也 是 一 种 非常 重要 的 基本 思 
路 , 即 Aa =àa (a Z0). 


= 2 2 
2 =1 =2 
b. =F =l 

A-: 的 特征 值 ,其 中 已 是 三 阶 单位 矩阵 . 

A 的 特征 方程 是 


【 例 5.8】 设 A= , 试 求 矩 阵 4 的 特征 值 和 特征 向 量 ,并 求 矩 阵 EE 十 


à+1 一 2 一 2 &— 8. &=—1 0 
|2E—A|= |—2 à+1 2 一 一 2 十 1 2 
一 2 2 A 十 1 = 2 à+1 

1 1 1 1 0 

= Q—1)|—2 4+1 2 Hee = 一 2 à+1 2 

一 2 2 A 十 1 | 
1 0 1 1 0 

(A— 1 2 4 十 1 2 GQ — 8° 2 A+3 2|= Q—1Q+5) = 0, 

0 =. 3 0 0 1 


故 A 的 特征 值 为 A1 一 Xs 一 1,X4s 一 一 5. 
当 4 一 1 时 , 求 (E 一 A)x 一 0 的 基础 解 系 ， 
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2 一 2 2 一 1 1 
s+- 2 =): | 0 | 
一 2 2 2 0 0 
则 其 一 个 基础 解 系 为 色 二 [1,1,0]7 ,4 二 1 的 特征 向 量 是 所 &. (k 20 


0). 
ža 5 H, K (—5E—A)x=065 3 aR £ , 48 


一 1 0 1 
—5E—A=]|—2 一 4 2 | 一 ' el 1 5 
一 2 2 一 4 0 0 0 


则 其 一 个 基础 解 系 为 色 二 (一 1,1,1)” ,4 二 一 5 的 特征 向 量 是 k (k0). EHA 6535 48 45 
32.2, 


—1 一 2 b 
【 例 5.9] 已 知 g = 二 [1,a,3] "是 A=| 4 5 一 4| 的 伴随 矩阵 4* 的 特征 向 量 , 求 
-6 —6 7 


a,b 的 值 ,并 求 A” 的 特征 向 量 a 所 对 应 的 特征 值 y . 
1 


-1 —2 b 
Ejka=la | 4 ”5 一 4 | 特征 向 量 , 则 有 
3 —6 —6 7 
—1 —2 bl i 
Aa = ìa > 4 S. —=4 ijë -| 
—6 —6 7JU 3 


—1—2a+3b 
则 5a 一 8 


15— 6a 


À —1—2a+3b 

= al 5a—8=aì, 可 得 一 2,0 一 2 一 1 或 者 a 2,0 一 2,) 一 9. 
3, 15—6a=32) 
当 Aa =a -> 一 2.6 一 2.1 一 1 时 ,A* 的 特征 向 量 a sf apak p= Al. 
aii C 

ATES 抽象 型 矩阵 的 特征 和 特征 向 量 

x 魔 研 君 点 睛 
抽象 型 矩阵 的 处 理 思路 ,主要 有 三 点 : 


(1) 利用 定义 法 Aa =a (a 天 0) ,确定 特征 值 和 特征 向 量 . 
(2) 常见 的 和 矩阵 的 特征 值 . 特 征 向 量 的 关系 ,具体 如 下 表 . 


A A+kE kA Ae fA) A A* Ar PAP 
À àA+k kà y fO) al lal A A 

À A 
a a a a a a a 不 确定 |P a 
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(3) 根据 特征 方程 确定 特征 值 ,分 两 种 类 型 : 
O 若 |a4 十 bE| 一 0, 则 4 一 一 也 是 A 的 一 个 特征 值 ; 
© #|aE—A|= |àE—B |. 8] àa =ås. 


[B 5.10] 设 A,4A 十 E,A 一 2E HHZ BF An] i SBI: MJ|3A— E| = ( 站 


(A) 0 (B) 8 (C) 14 (D) 20 

因为 A,A 十 E,A 一 2E 均 不 可 逆 , 所 以 |A| 二 1|A 十 E|= 二 |4 一 2E| 二 0, 所 以 A 的 特征 值 为 
0, 一 1,2, 从 而 3A—E 的 特征 值 为 一 1, 一 4,5, 于 是 13A 一 E| 1X (—4) X 5=20. 故 
ik (D). 


【 例 5.11) RERE A 09 38 E 8 4. T. T. MST 9] 3 (ze) ' + 


124* -E| = 

解析 14|= ID = 二 ,4 对 应 的 特征 值 分 别 为 人 | 一 二 ,了 , A? 对 应 的 特征 
sq as = l P qO fh t s yQ J3 PE N [3] ° 
值 分 别 为 a=}, 49 [Š 对 应 的 特征 值 分 别 为 8,8,18, 所 以 fD = (£) + 


124 "一 已 对 应 的 特征 值 分 别 为 9,9,20, 所 以 


(44) +124° —E|=9x9x20=1620. 

【 例 5.12】 iA 为 四 阶 实 对 称 和 矩阵 , 且 满 足 42? 一 24=0, 且 (4)=2, 则 4 的 特征 值 
为 

设 A 的 特征 值 为 A, 则 42? 一 24 的 特征 值 为 1 一 24, 由 于 零 矩 阵 的 所 有 特征 值 
为 0, 则 尖 一 24 二 0, 故 A(4 一 2) 二 0, 则 4 二 0 或 2, 即 A 的 特征 值 为 0 或 2. 由 于 A 为 实 对 称 给 
阵 , 则 A 一定 可 以 相似 对 角 化 , 即 A 一 A =>r(A)=r(A )=2,% A 的 特征 值 为 2,2,0,0. 
z 魔 研 君 点 睛 

零 矩 阵 的 所 有 特征 值 都 是 0, 这 种 思路 的 问题 可 以 延伸 至 很 多 同类 考题 ,比如 42 一 4， 
43 一 0 等 ,要 根据 满足 的 等 式 来 求解 特征 值 的 问题 . 

【 例 5.13】 设 向 量 e 王 [La saz; sa, B = [b ,0,，,…,b,]" 都 是 非 零 向 量 , 记 矩 阵 A—a'. 

(1) 求 4 的 特征 值 ,特征 向 量 ; 

(2) 讨论 A 可 否 相 似 对 角 化 ,为 什么 ? 


“< 魔 研 君 点 睛 
本 题 矩 阵 A 是 字母 型 矩阵 ,要 从 定义 出 发 求 其 特征 值 ,由 于 
a) ab ab … ab, 
az az:bı asb * azb 
A=aB = |, (Obb = | `" š | 
a, abr anbs * aba 
若 用 特征 方程 法 将 几乎 无 法 求解 . 
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(1) A A=af , 故 A 的 任意 两 行 ( 列 ) 元 素 对 应 成 比例 ,从 而 1r(A) 三 1. 又 因为 
a ,8 都 是 非 零 向 量 , 故 和 中 至 少 有 一 个 元 素 不 为 0, 从 而 r(4) 过 1, 因 此 r(4) 一 1,14| 一 0, 由 
此 可 知 ,0 是 矩阵 4 的 特征 值 , 且 其 重 数 
ËE2> n—r(0+* E—A) n— r(A) w=], 
gF A =0.K f$ 2 2 #R(0E—A)x=0.,EP Ax 二 0, 可 得 属于 1 二 0 的 特征 向 量 , 由 于 ae ,有 
均 为 非 零 向 量 ,不 妨 设 ab A0, 3t A 作 初 等 行 变换 ， 


ab ab + ab, bı bz “A 
_ |ab asb o azb 0 0 = 0 
anbi ab, * a,b, 0 0 s O 


可 得 Ax=065 3 25 e £ 
a = [16.6], @ = [ 201,0] ，…， al = [jooma]. 


于 是 矩阵 A 属于 特征 值 Mi 一 0 的 特征 向 量 为 
kia tka +e kmi anis kiskoo sk, 是 不 全 为 零 的 任意 常数 . 

又 由 Aa =af'a = (f'a )a ,可 知 hs 二 Bra (二 trA) 是 A 的 特征 值 ,属于 Xs 二 Bra 的 全 部 特 
征 向 量 为 ka ,kk 是 不 为 零 的 任意 常数 . 

(2) 由 (1) 可 知 , 当 trA—a 8 —B'a =0 时 ,A 的 特征 值 只 有 0(n 重 根 ); 当 trA=a"8Z0 
时 ,A 的 特征 值 为 0(n 一 1 重 根 ) 和 ra (Aap). 而 矩阵 4 能 否 相似 对 角 化 取决 于 其 重 特征 
值 的 线性 无 关 的 特征 向 量 的 个 数 , 因 此 

当 tr4 一 arB =0 h .n—r(A)=n—1<f3.A 不 可 相似 对 角 化 ; 

当 trA=a 80 时 ,2 一 r(4A) 一 2 一 1 一 重 数 ,A 可 相似 对 角 化 . 


矩阵 相似 对 角 化 的 求解 与 判定 


S 魔 研 君 点 睛 

这 部 分 往往 涉及 两 个 方面 : 一 个 是 矩阵 相似 对 角 化 的 求解 , 即 需要 求 出 使 得 相似 对 
角 化 的 可 逆 和 矩阵 ; 另外 一 种 就 是 可 否 相似 对 角 化 的 问题 . 

(1) 求解 问题 . 需要 求解 出 特征 值 和 特征 向 量 , 再 用 特征 值 构 成 相似 对 角 化 的 结果 
(对 角 矩 阵 ), 用 特征 向 量 构成 可 逆 和 矩阵 P. 

(2) 判定 问题 . 回归 相似 对 角 化 的 条 件 (两 个 充 要 条 件 、 一 个 充分 条 件 ), 其 中 最 常用 
的 是 “r 重 特征 值 具 有 r 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ”. 注意 : 这 里 只 需要 进行 判别 “所 有 重 根 
特征 值 的 重 数 和 对 应 特征 向 量 线性 无 关 个 数 是 否 相等 " 即 可 ,不 需要 将 特征 向 量 求 出 . 


i 0 2 

【 例 5.14】 设 A=| 0 i 4 |: 问 a 为 何 值 时 矩阵 4 能 对 角 化 ? 
ts =a=2 24 
ASi 0 = 

解析 |àE—Al= 0 A 4 Q—DA—2)[4—(2a—1)]. 
—a— 5 a a 


D 


È] 


p" 
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当 2a 121.2, aZ 1, BPA 有 三 个 不 同 的 特征 值 , 故 A 可 对 骨 化 . 


=2 


. 


0 0 
当 2a 一 1 二 1, 即 a 二 1 时 ,A 有 特征 值 1( 二 重 ) 和 2, 一 1 时 ,E 一 A [ 0 
6 3 


r(E—A)=2, M m A= 1 的 线性 无 关 的 特征 向 量 只 有 一 个 ,不 可 对 角 化 . 
当 24 一 1 一 2, 即 4 一 二 时 ,A 有 特征 值 1 和 2( 二 重 ). 又 r(2E 一 A) 一 2, 从 而 A 也 不 可 对 
LA 


综 上 , 当 a 天 1, 写 时 ,A 可 对 角 化 . 
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本 题 是 个 判别 性 问题 ,我 们 并 不 需要 去 求解 出 具体 的 特征 向 量 再 看 线性 无 关 的 个 数 ， 
而 仅仅 需要 能 从 基础 解 系 角度 判别 即 可 ! 


比如 重 根 是 1 ,那么 思路 就 应 该 是 看 看 二 重 特征 值 和 对 应 特征 向 量 线 性 无 关 个 数 是 
否 是 两 个 ,也 就 是 (E 一 A)x 二 0 是 否 有 两 个 线性 无 关 的 基础 解 系 , 即 


s=n—r(E—A)= 3—r(E—A)= 2. 
从 而 ,思路 转化 为 了 看 r(E 一 A) 是 否 为 1, 题 目 一 下 就 简单 了 很 多 ! 


【 例 5.15】 n MERE 


1 b ... b 

b. -ù s 
A=|. P 

: 5 E 

Gi s pl 


(1) 求 4 的 特征 值 和 特征 向 量 ; 
(2) 求 可 逆 矩 阵 己 ,使 得 P 'AP JX fa H B. 
(1) 当 b#0 时 ， 


1—à b b 
b £— $ 
| A—2E |= 3 
k š b 
b see b 1—A 
[1 —à + m—1)bJ( ab, 
得 和 的 特征 值 为 A 二 1 十 (n 一 1)b,4s 二 … 二 ,二 1 一 b. 
对 和 一 1 十 (2 一 1)0， 
(1 一 7)0 b vo. b i= t 1 
b (— ab `°, Ë 1 Ima $ 
A—À E= M š ma ë 
š b s < 1 
b ee b Q—n)b 1 oa $: = 
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l= 1 1 1 1 bp | 
1 l—n 1. I=% 1 1 
1 I.e i= i 1 f Y= 1 
0 0 0 0 
1 i £ q 1 0 Ó —1 
n —n 1 =1 
n =n T -=J 
0 0 0 0 


解 得 外 二 [1,1,…,1]', 所 以 A 的 属于 A 的 全 部 特征 向 量 为 
kêi = k[1,1,…,1]"， 上 为 不 为 零 的 任意 常数 . 
对 hs 二 1 一 b， 


b wš ‘si 
-a | a E s 


b.b w ë 0 0 s ø 
得 基础 解 系 为 
&=[1,—1,0,,0]". & = [1,.0,— 1,0], =, & =[1,0,0;,", —1]", 
故 A 的 属于 XA, 的 全 部 特征 向 量 为 
b & tks & Hetken kreskas sk, 是 不 全 为 零 的 常数 . 


3 0 一 0 时 ， 
1 一 人 
|A—2E |= i= s" 一 (1 一 iD)"， 
1 一 和 
特征 值 为 人 一 … 一 Mu 一 1 ,任意 非 零 列 向 量 均 为 特征 向 量 . 
(2) 5 ZO 时 ,A 有 n 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 令 P 二 ( 色 , 色 ,…, 色 ), 则 
1+(n—1)b 
1—b 
P-4P = 
1—b 
当 0 一 0 W .ASE, È TEE PA 
| E 
【 例 5.16] 设 4 为 三 阶 矩 阵 ,a ,as 为 A 的 分 别 属于 特征 值 一 1,1 的 特征 向 量 , 向 量 as 


满足 Aa; =a: 十 as . 
(1) 证 明 : a a ,as 线性 无 关 ; 
(2) $ P= (a œ ,as), 求 P 14P. 
(1) 因为 ai ,as 为 A 的 分 别 属于 特征 值 一 1,1 的 特征 向 量 , 所 以 Aa = 一 ai ， 
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Aa, =a; , Ea, a: 线性 无 关 , 令 
kia tk @ +k: as = 0, ° 
则 等 式 两 侧 左 乘 A 得 
Ai4ai + k; Aa, + bk; Aga, 一 一 @, +k: @ + ks (a, 十 as) 一 0， 

整理 可 得 

— kı m + (kz + ks) @; + ks @ = 0. © 
由 四 和 加 两 式 相 减 可 得 2k, @ 一 ks a, =0, FiA kı =k: =0. # B DA TZ k; =0, ta ,as ,as 
线性 无 关 . 

(2) 由 于 ai ,az ,ai 线性 无 关 , 了 一 (ai ,az a), F VA P Ti. 


因为 
= Wy. @ 
AP = A(a,,.a; ,0@3) = (— ma +a ,0 十 as) = (a +@; ,as) O T ih 
0 0 1 
=} 0 0 
fry P''AP=| 0 1 1|. 


0 o-i 

[BI 5.17] 设 4 是 ” 阶 矩 阵 ,ae asta, JEn 维 列 向 量 ,其 中 @, 隆 0, 若 

Aa, =a:, Aa, = Gs. Ag, = Q,» Ag, = 0. 

(1) 证 明 a ,as ,…,a 线性 无 关 ; 

(2) + 4 的 特征 值 .特征 向 量 . 

(1) + 

kia, + ka, + + ka, = 0, c) 

由 于 Aa, =a; Aa, =a; ,… Aa,- =a, Aa, =0, W A AT £ (z ) 式 ,得 到 ki a =0, H 
Ta, #0, FiA ki =0. 

再 依次 用 A” ,A”，,… 左 夹 (x* ) 式 ,得 到 ke =k; = =k, =0, Fi VAa aa, 线性 
无 关 . 

(2) 由 条 件 有 


A(a a, ,ar) 一 (az ,as 0, 0) = (a az 0,) 


= (@ı ,az ,… ,Qu )B. 
因为 al ,as ,…,a, 线性 无 关 , 所 以 矩阵 (ai ,az :…:a,) 是 可 逆 的 ,从 而 有 
(a ye GE) ACR 0, 0,) = B, 
则 A—B. 
而 B 的 特征 值 全 为 0, 根据 相似 矩阵 有 相同 的 特征 值 , 则 A 的 特征 值 全 为 0. 
又 因为 r(A) 一 r(B) 一 n 一 1, 所 以 AX 一 0 的 基础 解 中 有 nn 一 r(A) 一 1 个 向 量 . 因为 Aa, = 


«A5 方 阵 的 特征 值 与 特征 向 量 


0 王 0。a, ,a, 天 0, 所 以 4 的 特征 向 量 为 ka, k #0. 
【 例 5.18】 设 4 为 三 阶 和 矩阵,a ,az ,as 是 线性 无 关 的 三 维 列 向 量 , 且 满足 
Aa, =a, +a: +a, Ae, =2a: +a, Aa, = 2e@ + 36. 
(1) SREE B., {E1} Ala ,as a) = (a ,as ,as)B; 
(2) 求 矩阵 A 的 特征 值 ; 
(3) RŽ P, (Ef P 'AP 为 对 角 阵 . 


解析 
1 0 0 1 0 0 
ci) naana eee FA awai 2 中 
1 $ 9 | 


(2) 因为 al ,az ,@; 线性 无 关 , 可 知 C= (a ,as ,as ) 可 逆 , 所 以 C !AC= B.P A 5 B 相似 ,由 
2—1 O 0 
1 24—2 2 
—1 一 1 4—3 
根据 相似 矩阵 有 相同 的 特征 值 ,得 到 A 的 特征 值 为 ;一 1: 一 1,)3 一 4. 
(3) 对 应 于 1 二 Xs 二 1, 解 齐 次 线性 方程 组 (E 一 B)x 二 0, 得 基础 解 系 外 二 [一 1,1,0]'， 
&=[—2,0,1]". 对 应 于 Xs 二 4, 解 齐 次 线性 方程 组 (4E 一 B)x 二 0, 得 基础 解 系 & 二 [0,1,1]™. 


此 可 求 |XE 一 B| 


(2 一 1)*(4 一 4), 得 B 的 特征 值 为 二 Xs 二 1,%s 二 4. 


—1 —2 0 Ë oo 
ee | 1 0 wel 1 0|=A. 因 为 A =Q ''BQ = 
0 1: 1 0 0 4 
—1 —2 0 
Q 'C'1AC0= (C0) ' A (CQO), 所 以 == aena 1 0 1|=(—a +æ, 
ó 4 1 


一 2 a, +a; ,as 十 as ) 即 为 所 求 . 


两 不 矩阵 的 相似 判定 
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方法 1 相似 的 必要 条 件 往往 是 处 理 含 参 矩阵 相似 的 基本 方法 . 相似 的 必要 条 件 
如 下 : 

若 ADB, 则 (DA 二 Xs; (2)|A|= B|; (3)trA=trB; (4) IaE—A|=|AE—B|; 
(5)r(A)=r(B). 

方法 2 相似 的 传递 性 

第 1 步 : 首先 分 别 求 两 个 矩阵 A.B 的 特征 值 24 ,hp. 若 AZ). M A.B 不 相似 ; 若 
4 一 Ms, 则 需要 进一步 判断 . 

第 2 步 : 再 分 别 判 定 A,B 能 否 相 似 对 角 化 . 若 A.B 均 可 相似 对 角 化 , 则 AAB, E N] 
不 相似 . 


【 例 s.19] BERE A 与 B 相似 ,其 中 


— 0 0 =F 
A= 2 z 2p B= 0 2 
3 1 1 0 0 
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(1) R + A y 的 值 . 

(2) 求 可 道 矩阵 己 , 使 得 P- 'AP=B. 

(1) 因为 AVB, 3 Jt F 8 $ ARH F) Bp JAE —A |= |E —B| , 8p 
(A 十 2)[2: —(z=+1)2+-(z—2)]= A+ Q—2)Q—). 

邻 4 二 0, 得 2(x 一 2) 二 2y; 令 4 二 1, 得 2X( 一 2) 2 全 一) 

由 上 两 式 解 出 y 一 一 2 5 r=0. 

(2) 矩阵 4 的 特征 值 是 ;一 一 1.12 一 2.)3 一 一 2. 


Í 0 o0 ioo 
当 A, 1 时 ,由 (一 E 一 A)x e| 2 1 2 A 1 2 |, 得 到 属于 特征 值 和 一 
一 3 一 1 一 2 人 Ó Ó 
一 1 的 特征 向 量 w 一 [0, 一 2,1]7. 
4 Ó 0 10 0 
当 Xs 二 2 时 ,由 (2E 一 A)x=0,| 一 2 2 2 -| 1 一 1 |, 得 到 属于 特征 值 X 一 2 
一 3 一 1 1 0 0 0 


的 特征 向 量 @s 二 [0,1,1]". 


0 0 0 1 11 
当 A 2 时 ,由 (一 2E 一 A)x "| 2 2 J. 0 1 0|, 得 到 属于 特征 值 
= r 0 0 0 
A= —2 的 特征 向 量 a; 一 [1,0, 一 1]7. 


00 1 
那么 , 令 了 一 (al ya ,as) 一 | 一 2 1 0|, 则 有 P-'AP=B. 
i =g 
| £ T 0 0 1 
1 ... 1 i) 0 ... 0 2 
【 例 5.20】 WEH n MEEL, s a al :， ， | 相似. 
1 L 了 0 0 n 
ï 二 了 0 ó i 
x 1 二 ... 1 t 0 ... 0 2 
不 妨 设 4 一 | . o a | B= . pA 
£ e $ 1 0 … 0 n 
X= =} = Í =i sm =j 
=1 2i : Í a “ I 3 
| 太一 4 一 | . =(A—n) | . f =) 1 (A—n), 
: z t =} z a =i 
= w. — ai 1 … —1 à2—1 
故 特征 值 为 人 一 ia 一 … 一 1 i =0,21, =n. 
` =j 
E = 
[AE —B| = . |= An), 
A : 
A—n 
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故 特征 值 为 和 二 A 二 … 二 41 二 0,A, 王 n. 
n 
因为 矩阵 4 为 对 称 阵 , 所 以 必 可 以 对 角 化 ,相似 于 矩阵 人 = 要 .对 于 短 阵 


0 
B, 当 4 二 0 时 ,r(0E 一 B) 二 r(B) 二 1, 所 以 矩阵 B 对 应 于 特征 值 0 有 nn 一 1 个 线性 无 关 的 特征 


n 


向 量 ,所 以 短 降 旧 可 以 对 角 化 为 A 一 | ° ,所 以 二 者 相 似 .证 毕 . 


ial 2 0 0 
a b hl b 0 
l a 1 0 0 0 
(A) a=0,b=2 (B) a=0,b 为 任意 常数 
(C) a=2,b=0 (D) b=0,a 为 任意 常数 

和 ua i 2 0 0 
rear b ,| b ol. 


r e 0 0 O 


[Ü] 5.21] 和 矩阵 相似 的 充分 必要 条 件 为 ( y. 


因为 
a=. a =f 
a A—b | A[Q —2) (4—6) —2a’], 
—1 —a 4—1 
所 以 当 a 二 0 BF, EB A 的 特征 值 分 别 为 2,5,0, 且 Db 可 为 任意 常数 ,显然 对 角 短 阵 B 的 特征 
值 分 别 为 2,6,0. iit (B). 


apu: ESE 实 对 称 和 矩阵 相似 对 角 化 
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实 对 称 和 矩 阵 的 相似 对 角 化 ,重点 在 于 相似 对 角 化 的 基础 上 将 可 逆 和 矩阵 化 为 正 交 矩 阵 . 
T F) E X E E hh A KARS: 

(1) E 2 4 F 65 a 65 a 6) ERRAR E R 65; 

(2) EREE I 65) #] 6) 3 #E 2 36 43 6) E. 

T i 4E PE 65) G) 6) EAE R bk Z, K 65 , R SE 3 k BR 28, SE Aa E KAE do Ë 454. Pp TAE A E 
REE, 


【 例 5.22] ECHKI AS (a; ) 满 足 aa tartas =—6.AB=C, Hh 


[AE —A| 


1 1 0 一 12 
B = (al ,az ) = 0 2|, C= (0,—12@) 0 24 |. 
= 3 0 一 12 


R: DA 的 全 部 特征 值 和 特征 向 量 ; (2)A. 
(1) iwa =[1,0.—1]'.a,=[1,2,1J" , W 
B = [a æ]. C=[0 = AB = A[a, a: | = [Aa, Aa, ]. 


x” 
b. ü 
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由 题 设 AB—C # Aa, =0, Aa: =— 12 a, ,所 以 al ,as 是 A 的 分 别 属 于 特征 值 41 一 0,4s 一 一 12 
的 特征 向 量 . 

IAs 是 第 3 个 特征 值 ,利用 题 设 可 得 加 十 hs 十 hs 二 an 十 azz 十 ass 二 一 6, 所 以 Às =6. 

I à, =6 对 应 的 特征 向 量 为 @s 一 [ziyzzyzs] ,由 A.A; sÀ ZÀ: na, Laa La. 即 
x 和 
Zi 十 2zz 十 zs 一 0， 
1 
JE 


0,217 ,六 一 工 [1, 一 1,1]r. 


得 3 个 两 两 正 交 的 单位 向 量 组 了 一 广 [1 0, 一] ,办 一 T 


0 00 
TT 一 这 中 


0 0 6 
0 0 0 0 一 6 0 
A=U|0 12 06: |D 6 6 6 |. 
0 0 6 0 -=$ 0 


【 例 5.23】 设 三 阶 实 对 称 和 矩阵 A 的 各 行 元 素 之 和 均 为 3, 向 量 w —=[ —2,2,—1]7,a, = 
[0, 一 1,1J" 是 线性 方程 组 Ax 二 0 的 两 个 解 . 

(1) 求 A 的 特征 值 与 特征 向 量 ; 

(2) REZEK Q 和 对 角 和 矩阵 A ,使 得 QAQA ; 


ORA 及 (4 一 了 EE]】 ,其 中 己 为 三 阶 单位 算 阵 
1) 13 
(1) 由 A 的 每 行 元 素 之 和 为 3, 得 A|1|=|3|, 故 a 一 [1,1,1]" 是 A 的 特征 向 


1 3 
量 ,特征 值 为 3. 又 ai ,as 都 是 Ax 二 0 的 解 , 则 它们 是 A 的 属于 0 特征 值 的 特征 向 量 . 由 于 ai ， 
e, 线性 无 关 , 所 以 A 二 0 为 二 重 特征 根 , 故 A 的 属于 特征 值 3 的 特征 向 量 为 ko ao ,ko 天 0, 属 
于 0 的 特征 向 量 为 hi atka ,其 中 ,ks RAAR. 
(2) 因为 A ARII, f La, 与 al ,as 正 交 , 故 只 需 将 ai ,as 正 交 化 ,再 单位 化 得 
= V2 A pi [ V6 _.6 a 
9 (o. 2 "2 © r z 6° 6 J ° 


T 
再 将 am *ewme-[ 0.8) AOp p) ORERE, 3 R 


3 
3 0 O 
TERR: 
00 0 
(3) Q'AQ=A ,其 中 07 一 0-, 则 
和 和 o =1 1 
MA 如 如 村 本 | 
a= gA = |= =: 1 0 21 1 ya 
V2 J 3 V6 V6 V6 
3 E 
Y —1 1 A. A A 
V2 V6 V3 \3 V3 V3 
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Ejo"] =0(4—35)o 


1. 设 4 是 2 阶 矩 阵 (z 之 2), A: 是 A 的 特征 值 ,a ,as 是 A 的 分 别 属于 特征 值 4 ,4 
的 特征 向 量 ,考虑 以 下 命题 : 

© 若 )， =A> Jija, 与 wz 必 线 性 相关 ; 

© # Ai ZA Ma 与 es 必 线 性 无 关 ; 

O # à =, Ha 十 wo 天 0, 则 ac +a, 必 是 4 的 属于 特征 值 M; 的 特征 向 量 ; 

@ # AZ B. À, =2+À 是 A 的 特征 值 , 则 a 十 as 必 是 A 的 属于 特征 值 4， 的 特征 向 量 . 
其 中 正确 的 个 数 有 ( J. 


(A) 1 个 (B) 2 个 (C) 3 个 (D) 4 个 
3 2 一 ! 

2. Ele 一 (1, 一 2,3)7 是 矩阵 A=|a 一 2 2 | 的 特征 向 量 , 则 ( J 
3 b 一 ! 

(A) a=—2,b=6 (B) a=2,b=—6 

(C) a=—2,b=—6 (D) a=2,b=6 


3. 设 A 为 4 阶 实 对 称 矩 阵 ,上 且 A? 十 4 二 0, 若 A 的 秩 为 3, 则 A 相似 于 ( 3: 
1 1 


0 0 


(C) (D) 


4. 设 A,B ÆA, H A 与 B 相似 . 则 下 列 结论 错误 的 是 ( ) w 
(A) A7 与 了 相似 (A) 4 '5j B :相似 
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(C) A+AT 与 B 十 B" 相似 (D) A+A 5 B+ B HI 


1 Peg 
5. 设 三 阶 和 矩阵 A 与 B wnai =i J" J. 
0 1. š 
(A) ;/Z0 BF ,r(A)=3,A 可 相似 对 角 化 
(B) ;/Z0 Bj ,r(A)=3.A 不 可 相似 对 角 化 
(C) t= 二 0 时 ,r(A) 二 2,A 可 相似 对 角 化 
(D) t==0 时 ,r(4) 二 2,A 不 可 相似 对 角 化 


6. 设 A 为 二 阶 和 矩阵 ,a ,as 为 线性 无 关 的 二 维 列 向 量 ,4a; 二 0,Aas =2 a +a; + W| A 的 非 
零 特征 值 为 ; 


0 一 2 一 2 
7. 矩阵 | 2 2 一 2 | 的 非 零 特征 值 是 P 
-2 —2 2 


8. 设 A 是 n WIER RHEA 是 4 的 伴随 矩阵 , 则 和 矩阵 A4" 的 全 部 特征 值 为 


,特征 向 量 为 
— 0 0 = 0 0 
9. wa 2 a ea 0 2 0|. ÆA} BUM a= ,0 一 
$ Ë 1 0 0 0 
£ 2 2 
10. A=] 2 k 一 2|, 已 知 1 是 4 的 二 重 特征 值 , 则 k= ; 矩阵 A 的 属于 
2 —2 k 
1 的 两 个 线性 无 关 的 特征 向 量 为 .#B=(2.1.1)7. 0] AB 二 
3 2 一 2 
11. 设 和 矩阵 4 一 | 一 & 一 1 k |. 问 当 & 为 何 值 时 ,存在 可 道 矩阵 己 , 使 得 P 4P 为 对 
4 2 一 3 


角 和 矩阵 ,并 求 出 P 和 相应 的 对 角 阵 . 


12. 设 三 阶 实 对 称 矩 阵 4 的 特征 值 41 二 1,4s 二 2,43 2,a 一 [1, 一 1,1] 是 4 的 属于 
À, 的 一 个 特征 向 量 . 记 BSA 4A? +E, Jih E 为 三 阶 单位 矩阵 . 

(1) 验证 是 矩阵 B 的 特征 向 量 , 并 求 B 的 全 部 特征 值 与 特征 向 量 ，; 

(2) 求 矩 阵 B. 


13. 设 4 为 三 阶 实 对 称 矩 阵 , 且 满足 条 件 4 怪 十 24 一 0. 已 知 r(A)=2.R A 的 全 部 特征 值 . 


<s š 方 阵 的 特征 值 与 特征 向 量 


自 测 题解 题 参 考 

1. 分 别 对 4 个 命题 进行 讨论 ,可 知 : 

(1) # AA ,al ya 属于 同一 特征 值 的 特征 向 量 , 当 (Ci 卫 一 A) 二 2 一 1 时 , 即 为 矩阵 
的 重 特征 值 ,线性 无 关 的 特征 向 量 可 能 多 于 一 个 , 故 命 题 @ 不 正确 . 

但 Aa, =À; a, Aa, =À: aG; =À; as , 故 4(a +a: ) =å; Ca, +a: ) , 当 a 十 as #0 时 ,ai 十 a: 一 
定 是 矩阵 的 属于 ) 的 特征 向 量 ,所 以 命题 @ 是 正确 的 . 

(2) # Ai ZÀ a) ,as 属于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 , 必 然 无 关 , 所 以 命题 四 是 正确 的 ; 对 
于 命题 @ ,假设 a +a, 是 矩阵 属于 A +A; 的 特征 向 量 , 则 有 Ala Ha) = A H) (ai 十 az )， 
而 Aa, =); a „Aa: —À; @ ,得 到 (Xs 一 A1)@ + As — À )a, =0, H Fa +a, 属于 不 同 特征 值 的 特 
征 向 量 , 必 然 无 关 , 得 到 Ms 一 Ai 一 1z ,与 条 件 矛 盾 , 故 命题 四 不 正确 . 

综 上 所 述 , 只 有 两 个 命题 是 正确 的 , 故 选择 (B). 


3 


1 
| w Fa 2,b=6. 故 


3. 设 4 的 特征 值 为 1, 则 A? 十 4 的 特征 值 为 12 HA. 

由 于 4: 十 4 一 0, 则 2 十 \ 一 0, 即 1 一 0 或 一 1. 

又 4 为 实 对 称 矩 阵 , 故 4 一定 可 以 相似 对 角 化 , 则 CAD SrA ) 王 一 3, 则 
一 1 


A= 本 . 故 选 (D). 


4. H A—B 知 ,存在 可 道 和 矩阵 了 ,使 得 
P''AP = B, 
则 

(O (P-!14P)7 一 B 一 PT4T(CPT)-: 一 BT , 则 4T 一 BT; 
© (P'AP) !=B 一 P 4 !P=B `, W] A ~B; 
© P (A+A) P=P'AP+P A P=B+B W] A+A ~B+B™. 
故 (A),(B),(D) 均 正确 , 即 选 (C). 

1 2 3 1 2-3 

0 一 1 中 0 一 1 | 

0 1 £ 0 0 t 


lAE—B|= Q+DQ— DAt). 
当 夺 0 时 ,r(4) 一 r(CB) 一 2, 且 妃 有 3 个 不 同 的 特征 值 , 则 她 一 定 可 以 相似 对 角 化 , 即 


5. 当 A~B 时 ,r(4)==r(B)， 


8 = 
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B—A,JIJ A—A . 故 选 (C). 


9 2 
6. Alas, ]=[e a. Í | 


令 P 一 [ai sa], HFa a REEK M P T, M mk 中 = A~B. 


X |AE—B|I 4(4 一 1) 二 0, 可 知 B 的 特征 值 为 


| 


W A 的 特征 值 为 0 和 1. 


A 2 2 pk 2 
7. lAE—A| 2 一 2 2 0 和 à 
2 2 一 2 2 一 2 
A 0 2 
=. 0 0 à |=2GQ—4)=0, 
2 4 一 人 4—2 


M) à, 一 Xs 二 0.3 一 4, 故 非 零 特征 值 为 4. 


8. (1) 由 于 A nj. D| A| 0. 
AA' = 二 141E. 则 可 知 |4| 为 AA” 的 特征 值 ,上 且 为 重 特 征 值 . 
(2) 对 于 4 二 14|, 有 
2E—AA' =|A|E—AA' =|A|E—|A|E=0. 
显然 任何 n 维 非 零 向 量 均 为 XE 一 AA* )x==0 的 解 , 则 特征 向 量 可 表示 为 


0 
1 


0 0 
局 | | [He] o [Hetk | [IEP h k, 为 任意 常数 . 


0 1 
0 


9. 由 于 A—B.JIJ nf 8I 
tr(A) = tr(B) 2 二 a 二 1 1 十 2 十 0， 
则 a=b+2. mi HB |AE—A|=|AE—B| H À 1, 则 | 一 E 一 41 二 | 一 E 一 B|, 可 得 2a=0. J 
a=0,b=—2. 


jzk =% = 

2 à—£ 2 
=% 2 aE 
WJ Ai =à: =k +2, à 5k 4. 


10. |AE—A| A—k— 2) (A—k+4)=0, 


4 第 S 章 方 阵 的 特征 值 与 特征 向 量 
由 题 意 知 十 2 二 1, 即 二 一 1. 


i i 
解 方程 (0 下 一 人 A)x 一 0, 得 基础 解 系 : | Ee ; 则 属于 特征 值 1 的 两 个 线性 无 


0 1 


关 的 特征 向 量 为 和 6. 
2 
1 
1 


由 于 Bp = =å +£, , 则 A"B=4A"§, + A"8; 一 外 十 名 =$. 


A—3 一 2 ) 一 3 —2 2 à—1 一 2 2 
11. 令 | 妇 一 4|=| k atı 一 上 |= 王 | +1 +1 —k|=| 0 +l1 —k|= 
一 4 一 2 4+3 ) 一 3 一 2 à2+3 2—1 一 2 4+3 
1 — 2 
Q—1)|0 2+1 k | 一 (一 1)(A 十 1) 一 0, 解 得 和 一 1 一 hs 
0 0 à+1 
一 2 一 2 一 2 1 
wm k 2 一 | 
一 上 “一 全 4 I 


= =% =ë 
(2) 45451 tE) k 0 —k|. 


—4 — 2 
"4 ZO 时 ,r( 一 E 一 A) 二 2, 只 有 一 个 特征 向 量 , 故 此 时 和 矩阵 A 不 能 对 角 化 . 
一 4 一 2 一 2 1 0 
当 k=0 时 ,一 E 一 4=| 0 0 0 titre |! 5| 工 |, 则 矩阵 A 
一 4 — 2 1 
有 3 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 故 可 对 角 化 . 
L ro 1 
令 P=|0 0 1| 可 道 , 则 P71AP= 一 1 š 
Ú 2 4 —1 


12. (1) 因为 @ = (1, —1,1)7 是 4 的 属于 特征 值 M; 的 一 个 特征 向 量 , 所 以 Aa, = 
A a =a. 

HX B=A°—4A° +E, FV Ba, = (A° —4Aš + E)a: =A° a, 一 443 a, +a, 2a ,因此 ， 
a 是 矩阵 B 的 对 应 于 特征 值 y 二 一 2 的 特征 向 量 . 

又 因为 矩阵 4 的 特征 值 X; = 二 2,Xs 二 一 2, 所 以 矩阵 B 的 另外 两 个 特征 值 分 别 为 

p= 一 4 十 1 = 二 1， ps 二 一 4 十 1 =l. 

因为 矩阵 4 为 实 对称 矩 阵 , 所 以 矩阵 B 为 实 对 称 矩 阵 , 不 妨 设 和 矩阵 B 的 属于 特征 值 ws ,ms 
的 特征 向 量 为 e = 二 [xi ,zz,zs], 则 ac。ea 王 0, 则 zi 一 zs 十 zs 一 0, 解 得 o 王 [1,1,0]T,as: = 
[一 1,0,1] 为 特征 值 六 一 6 二 1 对 应 的 特征 向 量 ,所 以 矩阵 B 的 特征 值 为 由 王 一 2. 对 应 的 
特征 向 量 为 已 a 一 [1, 一 1,1] (ki 为 非 零 常数 ); yw 一 py 二 1, 对 应 的 特征 向 量 为 ks a, 十 ks as 
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=k [1,1,0]"+k;[—1,0,1]" Ck: ,ks 不 全 为 零 ). 

(2) 利用 施 密 特 正 交 化 , 令 Sa = [1, — 1.1]', B, =a, = [1, 1,01], WI 8, — 
e 3 ST 8 any = Li j a uy = Ú: z = 1 r T 
[ 2201] :单位 化 得 万 1,1];y; gro KA zl 11,27. 


一 2 
令 P=(Yy., ,7 7) , 则 | 1 J-a sea 
i 


B 


l 
a 
| 
N 
= 
= 
Ca 
3 
lI 


13. 设 A 所 对 应 特征 值 为 4, 则 A? 十 24 所 对 应 特征 值 为 2 十 21. 
又 42: 十 24 一 0, 则 2 十 2 一 0, 即 1 一 0 或 一 2. 
而 4 为 实 对 称 和 矩阵, 则 A 必 可 相似 对 角 化 , 即 A 一 A , 则 (4)=r-(4A)=2, 得 4 一 


一 2 
| 一 2 J ttt 
0 


OOO wu 


1. KREKAR ZER 
序号 考试 内 容 与 要 求 适用 科目 
| | 擎 所 一 次 型 及 其 矩阵 表示 ,了 解 二 次 型 秩 的 概念 ,了 解 合同 变换 与 合同 | yy 一 二 
矩阵 的 概念 ,了 解 二 次 型 的 标准 形 ,规范 形 的 概念 以 及 惯性 定理 a 
掌握 用 正 交 变 换 化 二 次 型 为 标准 形 的 方法 ,会 用 配方 法 化 二 次 型 为 标 — 
2 5 数学 = 
准 形 
3 | 理解 正定 三 次 型 .正定 矩阵 的 概念 ,并 掌握 其 判别 法 数学 一 .二 .三 


2. 本 剖 概 要 与 重点 导 掌 

本 章 依然 是 考纲 的 重点 内 容 , 一 般 考题 都 是 以 大 题 形式 出 现 ,所 以 大 家 务必 要 在 这 个 部 
分 拿 到 高 分 .本章 的 核心 考点 主要 有 三 个 : (1) 二 次 型 的 基本 概念 ; (2) 二 次 型 标准 形 的 化 
法 ; (3) 正 定 二 次 型 的 判定 . 相对 而 言 ,(2) 中 的 内 容 显得 最 为 重要 . 二 次 型 研究 的 主要 是 实 
对 称 和 矩阵 的 问题 ,结合 特征 值 和 特征 向 量 的 知识 ,利用 正 交 变换 进行 处 理 . 因此 ,第 5 章 的 实 
对 称 和 矩阵 的 正 交 相似 对 角 化 的 内 容 将 会 在 这 里 发 挥 很 大 的 作用 . 


区 三 次 型 的 概念 以 及 矩阵 表示 


定义 7 个 变量 zi,zz ,zw 的 二 次 齐 次 函数 称 为 n 元 二 次 型 (考研 数学 中 均 为 实 二 
次 型 , 即 系数 均 为 实数 ). 
(1) 二 次 型 的 一 般 形 式 : 


faza t Ta) Santi Harriz: 十 … 十 azizn 十 


axnzizs + ax z2 十 … + arz, 十 … + 


anziz, 十 an2T2Tn 十 … +a,zks, 


矩阵 表达 形式 为 
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an az Ain || Ti 
Ga ao ° Azn || T2 
J aire st z,) = (T1 3E2393 z,)| 。 ° Ç a i 
Ga a, Ann J \Tn 
an ar Ain Tı 
; Ga az ° Azn T2 
简 记 为 ftit sa) =xAx EAI) ， . p= 


ERIE RE 4 为 实 对 称 和 矩阵 , 称 为 二 次 型 所 对 应 的 矩阵 . — 4 n 元 二 次 型 可 以 确定 唯一 
的 4 ,同时 ,一 个 实 对 称 和 矩阵 4 也 有 唯一 的 二 次 型 与 之 对 应 . 因此 ,二 次 型 所 对 应 的 矩阵 与 二 
次 型 本 身 具有 一 一 对 应 的 关系 ,性 质 也 是 如 此 ,比如 : 

OD 二 次 型 的 秩 等 于 对 应 矩阵 的 秩 , 即 (了 ) 二 7 (A); 

@ 两 个 二 次 型 对 应 矩阵 等 价 , 则 两 个 二 次 型 等 价 ; 

O 两 个 二 次 型 对 应 矩阵 合同 , 则 两 个 二 次 型 合同 . 

(2) 二 次 型 的 标准 形 : 只 含有 平方 项 的 二 次 型 称 为 二 次 型 的 标准 形 . 形式 为 f(x za，…， 
Zi 一 四 好 十 必 寻 十 … 十 cz ,其 中 di;(i 二 1,2,…,n) 可 为 正 ,可 为 负 , 也 可 为 零 . 正平 方 项 的 
项 数 称 为 二 次 型 的 正 惯性 指数 , 记 为 p; 负 平 方 项 的 项 数 称 为 二 次 型 的 负 惯 性 指数 , 记 为 g， 
则 rC f)=r(A)= p+q. 


标准 形 的 矩阵 表示 为 
di Tı 
n dz T2 
Jf (ai, Erst Ta) = (E1929 s En) m 。|， 
J 


则 标准 形 二 次 型 所 对 应 矩阵 为 对 角 和 矩阵 . 一 般 情况 下 ,二 次 型 的 标准 形 不 是 唯一 的 ,与 所 作 
的 合同 变换 有 关 , 但 是 系数 不 为 零 的 平方 项 个 数 由 x(4) 唯 一 确定 . 

G) 二 次 型 的 规范 形 : 只 含有 平方 项 而 且 平 方 项 前 系数 只 为 1, 一 1,0 的 二 次 型 称 为 二 
次 型 的 规范 形 , 形 式 为 ftira) == +z; tete za — — r 382 A BÓ 
秩 ,p 为 正 惯性 指数 ,r 一 p 为 负 惯 性 指数 , 且 规 范 形 唯一 . 
区 三 次 型 化 为 标准 形 
1. 二 次 型 的 可 逆 线 性 变换 法 


对 于 x 一 Cy ,如果 C 为 可 逆 和 矩阵: 则 称 x=Cy 为 可 逆 线 性 变换 . 
设 n 元 二 次 型 为 f(z za tz, )= x Ax, 经 过 可 道 变 换 x 二 Cy 得 到 


x= 
J ays za s. z,) = xTAx = (Cy)'A(Cy)= y'CTACy = gyi ya Yn). 
d, 


d 
如 果 CAC = : " > M A xTAx = yrCTACy = [yis ys s X, J. 


«HoR 二 次 型 


di yi 
d. _ " 
i > [=d yi tdiyi + T d,y1 , 故 将 二 次 型 f= x" Ax 化 为 标准 形 的 核心 
dg, 7 Ny; 


fF JR n] i x=Cy Ki CT4C 化 为 对 角 和 矩阵 . 

最 特殊 地 , 若 C HEZEEN x= Cy 称 为 正 交 变 换 , 此 时 ,CT4AC=C ACA , 即 二 次 
型 必 可 用 正 交 变 换 法 化 为 标准 形 . 

二 次 型 化 标准 形 的 方法 有 : 配方 法 、 正 交 变 换 法 . 
2. 和 矩阵 合同 及 合同 变换 

(1) 定义 : 设 A,B HH n KERE, EEA C, 使 得 C'AC=B.,W# A,B 合同 ， 
简 记 为 AAB. 

(2) ER: 合同 具有 反 身 性 (4224) ,对 称 性 (422B 一 BC4) ,传递 性 (422B,BCC= 
A20). 
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任 一 二 次 型 都 可 通过 可 逆 线 性 变换 法 化 为 标准 形 . 同 理 , 任 一 实 对 称 和 矩阵 都 合同 于 一 
个 对 角 矩 阵 . 

(3) 两 个 实 对 称 和 矩阵 合同 的 充分 必要 条 件 

# A.B HJ n WEIER ALBA, B 具有 相同 正 、 负 惯性 指数 . 

(4) 惯性 定理 : 对 于 任何 一 个 二 次 型 ,不 论 选用 怎样 的 合同 变换 使 其 化 为 仅 有 平方 项 
的 标准 形 ,其 正 、 负 惯性 指数 均 不 变 . 
3. 如 何 化 二 次 型 为 标准 形 

(1) 正 交 变换 法 

对 于 任意 一 个 二 次 型 flistr) =x Ax 总 有 正 交 变换 x 二 Qy ,使 得 


f= rar ZE AO = y My = yt Ay 
A a 
À 
= [xi syz yn] I ” 
An /Lyn 


= hiyi T A32 + + Anya 
其 中 ,4;(i 二 1,2,…,n) 为 A 的 特征 值 ,Q 的 ?个 列 向 量 依次 是 4 AY n MEEI A ,hh 
对 应 的 正 交 单 位 特征 向 量 . 
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正 交 变换 法 的 核心 就 是 将 实 对 称 和 失 阵 A 正 交 相似 对 角 化 (第 5 章 ), 即 存在 正 交 矩阵 
@, 使 得 Q'AQ—Q AQSA ,相似 对 角 化 结果 A 由 A 的 特征 值 构 成 , 故 正 交 变 换 法 化 为 的 
标准 形 平方 项 的 系数 为 特征 值 , 处 理 思 路 如 下 . 


Es 
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第 1 步 : 写 出 二 次 型 f 一 xTAx 对 应 的 实 对 称 和 矩阵 4; 

第 2 步 : 利用 特征 方程 |E 一 A| 二 0 求 4 的 nn 个 特征 值 A ,Xs，… ,2,; 

第 3 步 : A 回 代 求解 UE 一 A)x 二 0, 得 4; 所 对 应 的 特征 向 量 @; (i 二 1,2,…,n); 

第 4 步 : 将 ea sanea, 进行 施 密 特 正 交 化 得 Bi -B ,…,B, (只 需要 将 相同 特征 值 所 对 应 
的 特征 向 量 进行 正 交 化 ); 

第 5 步 : Mp ,有 ,…,B 进行 单位 化 得 8? ,B3 ,… ,BB ; 

第 6 步 : 得 正 交 变换 结果 ,其 中 正 交 和 矩阵 8 二 [B?.B?,…,B，»], 对 角 化 结果 A = 


À), 
š 
i , 故 利用 正 交 变换 x= Qy ,得 标准 形 为 
2, 
À, y 
f àz x: 2 2 2 
f = [x sas i : = À yí + Àx; 十 … 十 Moyn。 
Àn J (Yn 
DRAI 


【 例 6.1] 利用 正 交 变 换 法 将 二 次 型 f=2r} H3} +3 + 4x,z, 化 为 标准 形 . 


2 0 0 一 2 0 0 
二 次 型 的 矩阵 为 人 =|0 3 2|. 由 | 证 一 41| 0 4—3 一 2 
0 2 3 0 —2 4-3 
a-d Aa ba-a-a la 2 =s. 
1 œo OY fi o Ó 
对 一 1, 解 方程 (下 一 A)x 一 0, 由 忆 一 4 一 | 0 一 2 中 1 1|, 得 特征 向 量 
o -2 —2) lo o o 
0 
ai 一 | 
1 
0 0 0 0 0 
对 4 二 2, 解 方程 (2E 一 A)x 一 0, 由 2E 一 A f 1 中 0 1 | ,得 特征 向 量 
0 -2 -1) b o o 
1 
a= | 
0 


0 Ó 1 0 O 
对 43 一 5, 解 方程 (5E 一 A)x 一 0, 由 5E 一 A 一 |0 j Zip T = 
=% 2 00 0 


,得 特征 向 
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0 
a, 二 | 1 |. 
J 
0 0 
治 位 化 。 e, 1 e; 1 k. A= R 
单位 化 : +B. la T JA ao: 有 Te 让 | (B.B. .B.) 
0 1 O 
1 
= gyt 
V2 V2 |, 则 正 交 变换 x 二 Qy 将 二 次 型 化 为 标准 形 二 yf 十 232 十 533. 
j i 
l 0 1 
V2 V2 
(2) 配方 法 
S 魔 研 君 点 睛 
需要 配方 的 二 次 型 往往 会 有 两 种 类 型 ; 


A) 类 型 一 : 二 次 型 中 含有 平方 项 ,只 需 依次 给 平方 项 不 为 零 的 项 进行 配方 
(2) 类 型 二 : 二 次 型 中 不 含有 平方 项 ,这 时 ,首先 需要 变换 出 平方 项 ,一 般 进 行 如 下 
Zi 一 Ji 十 ya， 


变换 导出 平方 项 : 出 现 平方 项 后 ,按照 类 型 一 进行 处 理 . 


a= yy Js 


T3 = ys, 


【 注 】 配方 法 一 定 要 检验 是 否 为 可 逆 线 性 变换 , 当 变 换 不 为 可 逆 线 性 变换 时 所 化 成 
的 结果 不 一 定 是 二 次 型 的 标准 形 . 


dB 小 试 牛刀 
【 例 6.2】 利用 配方 法 再 将 例 6. 1 化 为 标准 形 . 
对 于 平方 项 部 分 依次 配方 ,得 


f= 2=zt + s(a 2 Xx; + 和 a$) tat H 3z 


f 5 
= att 3fa thas) + at, 
T= Yrs TI 1 0 0 Si 
PA 2 2 u | 2 二 _ 
令 Ta t-g yz» Xz = yz 32a， 则 | 和 1 3 |> |; P x 二 Cy, 其 中 C= 
0 1 


T3 


ys 


T3 =Y; Ts 一 ys， 0 


1 0 0 

2 
0 1 3 | 
0 0 1 


很 明显 C 可 逆 , 故 二 次 型 所 化 标准 形 为 f/—2yt-3yi L yd. 
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定 二 次 型 .正定 矩阵 

1. 定义 设 有 二 次 型 f(x) 二 x "Ax, 如 果 对 任何 x 隆 0, 都 有 x 'Ax>>0, BJ 4£ 三 为 正定 二 
次 型 ,并 称 对 称 阵 A 为 正定 矩阵 . 
dË 小 试 牛刀 

【 例 6.3] 判定 fC ,zs zs) 一 2ri 十 3z; 是 否 是 正定 二 次 型 . 
i 
1 
0 


x 


R. x= 


2. 充 要 条 件 

f= xTAx 为 正定 二 次 型 (或 对 称 阵 A 为 正定 矩阵 ) 
令 对 任何 x 隆 0, 都 有 xTAx>0 

€> f 的 正 惯性 指数 为 

SA 的 所 有 特征 值 全 为 正 

今 存在 可 逆 阵 C, 使 得 4 二 CTC, 即 A 与 E 合同 
SA 的 各 阶 顺序 主子 式 全 为 正 . 


天 0, 此 时 zz zs) 一 2zi 十 3 妇 一 0, 故 三 不 是 正定 二 次 型 . 


T2 


T3 


z ANEA 

二 次 型 f KZRA fW xF 5 0) $: sr 3E BE A 是 一 一 对 应 的 关系 ,其 性 质 也 具有 一 一 对 
应 关系 : 

A) 二 次 型 的 秩 r( 户 一 r(4); 

(2) 二 次 型 的 正 、 负 惯性 指数 求法 : 

四 方法 1 求 4 的 特征 值 ,特征 值 中 正 的 个 数 为 正 惯性 指数 , 负 的 个 数 为 负 惯 性 指 
数 ( 依 据 正 交 变换 法 所 化 标准 形 平方 项 系数 为 特征 值 ); 

加 方法 2( 配 方法 ) 化 得 标准 形 , 正 的 平方 项 的 个 数 为 正 惯 性 指数 , 负 的 平方 项 的 个 
数 为 负 惯性 指数 . 


【 例 6.4] 设 二 次 型 f(z srx) =x Ax 的 秩 为 1.4 的 各 行 元 素 之 和 为 3, 则 了 在 正 
交 变换 x 一 Qy 下 的 标准 形 为 ' 
GED 由 rr(4) 一 1 知 替 特征 值 的 重 数 为 2, 又 因为 A 中 各 行 元素 之 和 为 3, 所 以 


A 


1 
| 3 是 它 的 特征 值 . 因为 正 交 变换 法 所 化 标准 形 平方 项 系数 为 特征 值 , 则 标准 
1 


ÉA f=3yi. 
【 例 6.5] 设 4 为 三 阶 实 对 称 矩 阵 , 若 矩阵 4 满足 A 十 24? —2A++3E=0, WIRA 


140 
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xTAx 经 正 交 变换 化 为 标准 形 ( 站 

(A) —3yi — 3y: — 3y; (B) —3yi Ty; —3y5 

(C) 3y +3y +37; (D) 3 党 十 3 形 一 光 

jË A 的 特征 值 为 ), 则 A3 十 2A? 一 24 十 3E 的 特征 值 为 A 十 2X4? 一 24 十 3. 

由 于 零 矩 阵 的 所 有 特征 值 均 为 0, 则 (A 十 3)(2: 一 人 十 1) 王 0, 实 对 称 和 矩阵 的 所 有 特征 值 均 
为 实数 , 则 A1 =A: =; = — 3. 

正 交 变换 法 所 化 标准 形 平方 项 系数 为 特征 值 , 则 标准 形 为 

f =— y — 3y2 — 333. 


故 本 题 选 (A). 
【 例 6.6] 二 次 型 flati strt san) = (aizi Harz: +e +a) 的 矩阵 是 FE 
起 (al yaz ,au 不 全 为 零 ). 


ELD ia 一 (al ,az ay),x 一 (zz yzn)TI, 则 
fay za "°" z,) 一 (YIeT)(er) = x" (a'a )x， 


at aiaz pea aja, 


Q2Q1 aš "k : 
因为 二 次 型 矩阵 为 ara = s M PN ,又 aras, a 不 全 为 零 , 从 而 知 
aa, * ada a 
r(ala)=1,Epi& — KA 3 B 65 #k 2 1. 
【 例 6.7] 设 二 次 型 f(x ,zz z )= x — xi + 2azizi d 4zə zs 的 负 惯 性 指数 为 1, 则 wa 
的 取 值 范围 是 
Crziyzayzs) 一 好 一 好 十 2azizs 十 4zazs 
一 (zl 十 azs)2 一 (zs 一 2zs)2 十 (4 一 a2 ) xz 。 
由 于 二 次 型 的 负 惯 性 指数 为 1 , 故 4 一 a? 宇 0, 即 一 2<a<<2. 
< 魔 研 君 点 睛 
1. 解析 中 所 用 配方 法 ,一 定 还 要 检验 是 否 为 可 逆 线 性 变换 法 ,在 本 题 中 , 令 


xı Hax; =y» yı de afz 1 O a 
Pn yz -f 1 | Xz |, 其 中 ,|0 1 一 2|=1 关 0, 则 是 可 逆 线 性 
T3 = ys s ys 0 0 Us 0 o 1 
变换 . 

2. 惯性 指数 还 有 另 一 种 思路 ,就 是 利用 特征 值 ,对 于 二 次 型 ,所 对 应 给 阵 为 A = 
1 0 a 
[ = 


a 2 0 


,利用 特征 方程 求 出 特征 值 , 根 据 特 征 值 中 仅 有 一 个 为 负数 进行 求解 ， 


三 次 型 化 标准 形 


2 魔 研 君 点 睛 
此 类 考题 在 考研 当中 主要 考查 两 种 方法 : 正 交 变换 法 和 配方 法 . 对 于 正 交 变换 法 , 核 
心思 路 就 是 “ 实 对 称 和 矩阵 的 正 交 相似 对 角 化 ” 而 配方 法 一 定 要 注意 需要 检验 是 否 是 可 递 


M 
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【 例 6.8] 设 二 次 型 f= zri +r tH ari +2arix: + 2Br:x, +2rir, 经 正 交 变 换 x 二 Py 化 
成 1 二 六 十 2y3 ,其 中 x 二 [zi ,zz sz ]';y=[yisyz ys] :P 是 三 阶 正 交 和 矩阵 , 试 求 常数 a,p. 
写 出 经 正 交 变换 二 次 型 f 6548 2 9] 35 


| al 0 
a-f: 1 中 | 1 | 
1 p 1 2 


T P Z E EB. 3k P 'AP=B,Ep e BE A 的 特征 值 是 0,1,2, 那 么 有 
i. |= 2g8—a — Ë = 0, 


=a = p= 0. 
| E—A |=— 2&8 = 0 
【 例 6.9] 已 知 三 元 二 次 型 xTAx 中 ,二 次 型 矩阵 A 的 各 行 元 素 之 和 均 为 6, 且 满足 AB 
i £ z 
0, 其 中 B | 2 一 1 —3|. 
i i 


(1) 求 正 交 变 换 x=Qy 化 二 次 型 f 为 标准 形 , 并 写 出 所 用 的 坐标 变换 ; 
(2) 求 行列 式 |A 十 EI 的 值 . 

1 6 

H 

| 6 


是 4 的 属于 特征 值 M; 一 6 的 特征 向 量 . 


1 
中 ww- AHE A 65 
1 


GUD (1) 由 A 的 各 行 元 素 之 和 均 为 6, 得 A =6 


1 
1 
1 


特征 值 ,@ = 


1 
1 
1 


由 AB 二 0 知 ,A 


| 二 站 


1 
0, 由 特征 值 和 特征 向 量 的 定义 可 知 ,as 一 2: = 
1 


1 
= 
1 


1 
Æ A É TFAF ARAB As =A; = 0 的 特征 向 量 . — naze-|-a|aza 


1 
1 


Twas: 0 |. 再 将 qi B.B. 单位 化 分 别 得 到 
= 
1 1 1 
1 il 1 
ii = ka = O L. 
"OAS * i a) 


£ Q=(m 0 0). BJ Z E X k x—Qy ERA xTAx 462 f =6y1. 
(2) A 的 特征 值 为 6,0,0, 故 A+ E 的 特征 值 为 7,1,1, 所 以 |A 十 E|=7. 


£ @ ° 4 
0 1 i 

【 例 6.10] 已 知 4 一 i 0 ,二 次 型 f(z i ,za ,z,) =X (ATA) x 的 秩 为 2. 
—. a 


0 a =l 
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D REŽ a 的 值 ; 
(2) 求 正 交 变 换 x=Qy 将 f 化 为 标准 形 . 
(1) 由 二 次 型 的 秩 为 2, 知 r(ATA) 一 2, 故 r(A) 一 2, 对 A 作 行 初等 变换 ,得 


10 Jy A0 1 
ow ij qoi i 
A= 一 
=] 0 a 0 0 4 十 1 
0- —1 0 0 0 


可 得 a 二 一 1. 


2 0 2 
(2) ša=—1W,#ATA=|0 2 2|, 


2 2 
¿— 2 0 一 和 

| AE —ATA | E A 一 2 2 A(GA 一 2)(A 一 6)， 
=% = = 


可 得 ATA 的 特征 值 41 二 0,X, 二 2,4s 二 6. 
3 A =0 时 , 解 方程 组 (0E 一 ATA)x 二 0, 得 相应 的 特征 向 量 @i 二 [1,1, 一 1]". 
当 Xs 二 2 时 , 解 方程 组 (2E 一 ATA)x 二 0, 得 相应 的 特征 向 量 @s 一 [1, 一 1,0]7. 
当 4 二 6 时 , 解 方程 组 (6E 一 ATA)x 二 0, 得 相应 的 特征 向 量 @s 二 [1,1,2]". 
因为 特征 值 各 不 相等 ,所 以 特征 向 量 相互 正 交 , 故 只 需 单位 化 ,得 


r i r = 1,1,27", 
B. [1,1,—1J', & [1, —1,0', ñ 161.2] 


V3 V2 
L E a 
V3 V2 V6 
Ë =E À 
TSERE Q= 5 Z ñ! 
= 2 
V3 V6 


由 正 交 变换 x 二 Qy 下 ,二 次 型 的 标准 形 为 [二 2y2 十 6%3. 
【 例 6.11] 已 知 二 次 型 f(z sarx) =2x1 H3} +33 +2ax:x;(a>0) ,通过 正 交 变换 
化 成 标准 形 f= 二 yi 十 2 十 5y3 , 求 参 数 a 及 所 用 的 正 交 变 换 矩 阵 . 
由 二 次 型 的 定义 : AnA ET ,Ts，,… z, 的 二 次 齐 次 多 项 式 ( 即 每 项 都 是 
二 次 的 多 项 式 ) ,得 
Jf (ay zy ss Ta) = 5 S lasmzris 其 中 i = ajs 


i=l j=1 
其 为 nn 元 二 次 型 , 令 x 二 [zi tsan] A= a) MDR TAER RATA 
fxisT2 ss Ts) = xTAx, 
其 中 人 是 对 称 矩 阵 (47 一 4A) ,为 二 次 型 f(zi ,Xs，…,X,) 的 矩阵 . 
2 0 0 


sasan paunaa- 3 a|, 它 的 特征 方程 是 


0 a 3 
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1 一 2 0 0 

|E —A | f 24—3 | (一 2)(12 一 6 十 9 一 a2) = 0. 
0 ns A= 

了 经 正 交 变换 化 成 标准 形 二 六 十 2 如 十 5y3 ,标准 形 中 平方 项 的 系数 为 1,2,5, 就 是 A 的 特 
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tA 3 I 
023 


= O Ü 1 0 0 
3 f A =1,9(E—A)x=0.| 0 一 2 一 2| 一 |0 1 1|, 得 六 =[0,1, 一 1 ， 
0 .= 三 0 0 0 


0 0 0 0 1 2 
对 于 hs 二 2, 由 (2E 一 A)x=0.|0 一 1 2|>|9° 0 3|, 得 x,=[1,0,0]". 
et | 0 0 0 


3 0 O 3 06 0 
对 于 hs 二 3, 由 (5E 一 A)x==0.|0 2 一 2||0 1 —1|,# x, =[0,1,1]'. 


0 一 2 2 0 0 0 
将 xi, xo x, 单位 化 ,得 


0 1 
ba == 1 7:=|0 
= 0 
0 
L 


1 
故 所 用 的 正 交 变 换 和 矩阵 为 卫 一 (7 ,7,,7;) 二 | V2 V2 |. 

1 

JZ 


1 0 


ZE EG [E , 4E BE 38 (0) 4E EE tr 


A 魔 研 君 点 睛 

AE TEA F] 4E 4842 E EE fir ik 3 个 概念 考研 中 常 考 , 因 此 彼此 间 必 须要 有 详细 的 
区 分 ,并 且 要 明确 每 一 个 的 判别 方法 . 

1. E $£ f 

等 价 : EEA 经 有 限 次 初等 变换 变 成 适 阵 BB, 则 称 A 与 B 等 价 . 

等 价 的 充 要 条 件 : 

ASSBSA.B 是 同型 矩阵 且 有 相同 的 秩 

全 存在 可 逆 短 阵 P 和 0Q ,使 PAQ=B. 

2. 矩阵 相似 

相似 : 设 A,B Z n MEE, e R 6 £ sFiš EBE P.4 P 'AP 一 B, 则 称 A 5 B 相似 , 记 
为 : A—B. 
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判定 方法 : 

(1) 第 1 步 : 首先 分 别 求 两 个 矩阵 A.B 的 特征 值 44 ,hsp. 若 À ZAP M] A.B 不 相似 ; 
车 MA 一 Ms , 则 需要 进一步 判断 . 

(2) 第 2 步 : 再 分 别 判 定 A,B 能 否 相 似 对 角 化 . 2: A.B 均 可 相似 对 角 化 , 则 A 一 B, 否 
则 不 相似 . 

3. EB F] 

合同 : AA n Br X *FAk E BE A F B , +e ñ £ >| ië E E C, 使 得 CACIB, WJ 4r £ Ë: A 
和 B 合同 . 

合同 的 充 要 条 件 : 二 次 型 xTAx 5 xTBx 有 相同 的 正 、 负 惯性 指数 . 

[E] 矩阵 相似 必定 合同 . 


【 例 6. 12】 
下 T, D 4000 
设 A=|! 1 41 1| j= 0 0 0 0 i SB 
1 T 1 1 0 Ó O O 
1 1 E 0 0 0 0 
(A) 合同 且 相 似 (B) 合同 但 不 相似 
(C) 不 合同 但 相似 (D) 不 合同 且 不 相似 
因为 A 是 实 对 称 矩 阵 , 所 以 必 相似 于 对 角 阵 . 
1 一 1 —1 —1 一 1 
一 1 2—1 —1 一 ! 
| aE —A|= = 2: —4) = 0. 
—1 —1 2—1 1 
—1 —1 —1 2-1 
48 A Wh 3F4848 p À = 4, = À, == 0, # # E 2 ED OQ, 使 得 
4 0 0 0 
0 0 0 0 
Q'AQ=Q`'AQ= u O ,因此 A 与 B 相似 . 


000 O 

Katik E A 5 B 具有 相同 的 正 负 惯性 指数 ,因此 A 与 B 也 合同 , 即 和 A 与 B 既 合同 且 
相似 . 故 选 (A). 

【 例 6.13] 设 A 是 n 阶 方 阵 ,交换 A 的 第 i 列 和 第 j 列 后 再 交换 第 i 行 和 第 j 行 得 到 
HEB. A BC A 

(A) 等 价 但 不 相似 (B) 相似 但 不 合同 

(C) 相似 ,合同 ,但 不 等 从 (D) 等 价 . 相 似 、 合 同 

根据 题 意 ,EAE; 一 B.E; 可 逆 , 且 Ey! 一 E; ,EJ 一 E;, 则 A 与 B 等 价 . 相 似 、 合 
同 . 故 选 (D). 

【 例 6.14] 


A= |， 1 M63008 5 A 合同 的 矩阵 为 ( — 5. 
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Ga ws eh; e@[ J 
(A) (B) CC) D) 
1 一 2 — 2 1 2 =% l 
a = 
解析 je-Al= |” = A| (CA 十 1) Q 3)=0,8BJ à= — 1.2, =3, ff 24 É A 
的 正 、 负 惯性 指数 都 是 1. 
„a lA? —1 : 
(A): 特征 方程 _ apo TOATDA =0, Ñ MERKA 2, RAA. 
"r 1 
B): 特征 方程 | 1 | 一 9 一 DQ 一 89 一 0 下 异性 指数 为 2 不 合同 
sah2. =i 
(O): wera _] ?| 一 QT 一 1D)(0A 一 3) 一 0, 正 惯性 指数 为 2, 不 合同 。 
二 | 和光 
O; 特征 方程 2 a| UQ TDQ-3)=0 M A= 1, =3, E, f WEI A 
为 1 ,合同 . 故 选 (D). 
三 次 型 的 正定 与 矩阵 的 正定 


S 魔 研 君 点 睛 
考查 二 次 型 的 正定 与 矩阵 的 正定 其 实 是 一 个 问题 ,两 者 是 等 价 的 . 处 理 这 类 问题 , 利 
用 正定 二 次 型 的 5 个 充分 必要 条 件 即 可 . 
充 要 条 件 f= xTAx 为 正定 二 次 型 (或 对 称 阵 4 为 正定 矩阵 ) 
今 对 任何 工 天 0, 都 有 xT4Ax 二 0 
Sf 的 正 惯性 指数 为 n 
SA 的 所 有 特征 值 全 为 正 
€ £ Ë T ié W. C, 使 得 A 二 CTC, 即 A 与 E 合同 
SA 的 各 阶 顺序 主子 式 全 为 正 . 
E BJ] 4E Ë 2) E Z 4E Fk BJ , W: AEE JJ] 3E E 2 w Ak 3E E. 


LB 6.15] 若 二 次 型 f(z ,za ,zs) 一 2 好 十 好 十 妇 十 2zizrs 十 tzazs 是 正定 的 , 则 上 的 取 
值 范围 是 


A 30 
1 1 $ 
解析 A= 2 |, 二 次 型 是 正定 的 , 则 顺序 主子 式 大 于 0. 
t 
og d 
G) [21 =2>0. 
2 1 
C2) =1>0. 
1 1 
2 1 0| |o -1 一 
t KA Te 2 2 
ba E e s z =c] ， =-(~1+%)>0 
t t 2 
o5 1f 0 1 
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2 
综 上 ,得 所 一 1<0, 则 £2<2, Bp — (2 <:<J2. 


g 06 | 
0 2 0 
E 0i 
使 B 5A 相似 ,并 求 上 为 何 值 时 ,B 为 正定 矩阵 . 
利用 特征 值 的 性 质 ,及 对 称 阵 A EROA 的 特征 值 全 大 于 0. 
A=] 0 = 
由 |AE 一 A| ó à—2 O Q >| 
=} 0 A] 
值 为 2,2,0, 从 而 B= (EE +A) 的 特征 值 为 (k 十 2)?,(k 十 2)? ,k?. 
因为 A 为 实 对 称 和 矩阵 ,所 以 B A Ra 4k 3E Br, 可 以 对 角 化 , 故 B 与 A = 
(k+2)° 
t2 


【 例 6.16] EKE 4 一 ,矩阵 B= GREHA) ,其 中 为 实数 , 求 对 角 和 矩阵 A ， 


< “= 


' A| -aaar=o, 且 4 的 特征 


相似 , 若 召 为 正定 矩阵 , 则 特征 值 全 大 于 0, AX mn kZ0,kZ —2. 


b: 

【 例 6.17] 设 A 为 m 阶 实 对 称 矩 阵 且 正定 ,了 H m X n 实 矩 阵 ,BT 为 B Hype E O BE. 
试 证 : B74B 为 正定 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 (B) =n. 

必要 性 . 设 BTAB 为 正定 矩阵 , 则 由 定义 知 ,对 任意 的 实 妈 维 列 向 量 x 天 0, 有 
xT(BT4B)x 二 0,xTBT 一 (Bxr)T, 即 (Bx)T4A(CBx) 二 0. 于 是 ,Bx 了 关 0, 即 对 任意 的 实 n 维 列 向 量 
x 天 0, 都 有 Bx 天 0( 若 Bx 二 0, 则 A(Bx)=A 0=0, 巴 后). 因此 ,Bx 一 0 只 有 零 解 . 故 有 7( 卫 ) 一 
7(Bx 一 0 只 有 零 解 的 充 要 条 件 是 r(B)= n). 

充分 性 . 因 A Am 阶 实 对 称 和 矩阵 , 则 AT=A , 4 (BTAB)"=B"ATB=B"AB. 根据 实 对 称 
AE 205 £ 3 2 .BTAB 为 实 对 称 和 矩阵 . 若 r(B) 二 n, 则 线性 方程 组 Bx 二 0 只 有 零 解 ,从 而 对 任 
ER n Ha aE xA, A BxZ0. 又 A 为 正定 矩阵 ,所 以 对 于 BxZ0.# (Bx)TA(Bx)= 
xT(BTAB)x—0.,3& BTAB 为 正定 算 阵 (对 任意 的 实 n 维 列 向 量 x 隆 0, 有 x! (BTAB)x>0. 
证 毕 . 


A 0 
【 例 6.18] 设 A,B 分 别 为 m Won 阶 正定 逢 阵 , 试 判定 分 所 第 阵 C= [ p ETIE 


定 和 矩阵 . 

A, 有 8 均 为 正定 矩阵 ,由 正定 矩阵 的 性 质 可 知 4T 一 4,BT 一 有 ,那么 CT 一 
A ojt (A oj fA ô p 

= | 三 =C, Pp C RIRE. 

0 B 0 B 0 B 

i mtn $p] ET =a, yT), A P x1=[zi,z;," z, ] 一 [yy Ü y, dJT. A z 
0, 则 x,y 不 同时 为 0, 不 妨 设 xY 天 0. 因为 A RERE, f Z, xT Ax—0. 

又 因为 B 是 正定 矩阵 , 故 对 任意 的 n 维 向 量 y, 恒 有 yrAy 宇 0. 于 是 z C= a", y"). 


A 0 
l. P] ant rapo, n zTCz 是 正定 二 次 型 ,因此 CC 是 正定 矩阵 . 
J 


魔 研 考研 数学 之 线性 代数 


1. 已 知 4,B 为 三 阶 矩 阵 , 且 有 相同 的 特征 值 1,2,2. 考虑 以 下 结论 : 
Q@ 4 与 B 等 价 ; 

© 4 与 B 相似 ; 

© 若 4 与 B 为 实 对 称 和 矩阵 , 则 A 与 B 合同 ; 

@ 行列 式 |A 一 2E|=1E 一 B|， 


其 中 成 立 的 有 ( J; 


(A 1 4 (B) 2 个 《GE E a (D) 4 个 


2. 与 二 次 型 [=xf 十 娟 十 2 十 6z1xs 的 矩阵 4 既 合同 又 相似 的 矩阵 是 ( J: 


1 4 1 1 
2 (B) 2 (C) 3 1 
= 一 2 0 wg 


(A) (D) 


Ë Ó Ó 

3. #*kawsnass-| 一 1 2 | 合同 , 则 二 次 型 xTAx 的 规范 形 为 ( J; 
0 2 2 

(A) yi tyy (B) yi +y: +y 

(C) yi =y yi (D) —yi— yy 


4. n BEITER E A 正定 的 充分 必要 条 件 是 ( Ja 
(A) 二 次 型 xTAx 的 负 惯性 指数 为 零 

(B) FEKE P14 P APE 

(C) FE n MERE C 使 得 A 二 CTC 

(D) A 的 伴随 矩阵 与 单位 矩阵 合同 


5. BAB HJ n MEIRE, AB 合同 . 则 ( ). 


(A) A,B 有 相同 的 特征 值 (B) A.B 有 相同 的 秩 
(C) A,B 有 相同 的 特征 向 量 (D) A.B 有 相同 的 行列 式 
n 2 2 
6. -are 2 sansaman ,二 次 型 的 秩 为 
2 2 4 
, 正 惯 性 指数 为 A 


7. 设 二 次 型 flx ,zs zs) =x Ax 的 秩 为 1,4 的 各 行 元 素 之 和 为 3, 则 三 在 正 交 变换 


«HoR 二 次 型 
x=Qy 下 的 标准 形 为 š 


8. 已 知 二 次 型 f(zx;,zzyz,) =2zi tari Fi + 4z;z I —4zrziz — Atm 的 秩 为 2, 则 
a= ,三 的 规范 形 为 F 


9. 已 知 f(z;i strt) =r} H4 tAr t 2trit: —2ziz;y tirnar, REW- -KAM ti 
取 值 范围 是  __. 


10. 设 三 阶 实 对 称 矩 阵 A 满足 A? 十 A 二 0, 若 矩阵 kA 十 2E 是 正定 矩阵 , 则 A 应 满 
足 

11. 用 正 交 变换 化 二 次 型 2x3 一 2xizs 十 2zizs 一 2zzzs 为 标准 形 ,并 写 出 所 用 正 交 
变换 . 

12. 设 二 次 型 flx sxx) =axi Hax; + (a—1)z3+-2ziz;—2z1;+zs, 

(1) 求 二 次 型 f 的 矩阵 的 所 有 特征 值 ; 

(2) 若 二 次 型 f 的 规范 形 为 yi 十 , 求 a 的 值 . 


13. 已 知 二 次 型 f(z ,zz ,z,) = 2zt +32} +3zš + 2ax:x; (da 过 0) 通 过 正 交 变换 化 为 标 
准 形 f= yi tH 2y t 5y RER a 及 所 用 的 正 交 变换 矩阵 . 


14. WERE A,B 都 是 m Xn 实 矩 阵 , 满 足 r(A 十 B) 二 ,证 明 : ATA 十 BTB 正定 . 


魔 研 考研 数学 之 线性 代数 


自 测 题解 题 参 考 

1. H+|A|=|B|=1X2X2=4,J A,B HJT 3. 

X FO.r(A)=r(B)=3 HA 和 B 同型 , 则 AB. 

对 于 @ ,特征 值 相 同 的 两 个 矩阵 未 必 相 似 . 

对 于 @, 由 于 A.B 均 为 实 对称 矩 阵 , 故 A,B 均 可 相似 对 角 化 ,特征 值 正 、 负 个 数 分 别 为 
正 、 负 惯性 指数 , 则 正 、 负 惯性 指数 相等 , 则 AB. 

XFT@,|A—2E|=(1—2)(2—2)(2—2)=0,|E—B|=(1—1)(2—1)(2—1)=0,# HË: 
立 个 数 为 3 个 . 故 选 CC). 


2. 了 所 对 应 矩阵 A 二 ,可 得 4 的 特征 值 为 2,4, 一 2. 


1 0 
3 0 
0 2 


3 
Ü 
0 
相似 矩阵 具有 相同 的 特征 值 . 故 选 (B). 


3. 已 知 4 B&W, 

则 4,B 具有 相同 规范 形 . 
pt Ó 0 
0 +1 一 2 
OÓ. u= A= 0 
为 2, 负 惯性 指数 为 1. 故 选 (A). 


| 和 一 如 | 0 一 人 一 1 一 3，h3 2, 则 A 与 B 的 正 惯 性 指数 


4. (A) 为 必要 不 充分 条 件 . 由 于 p 十 gn， 

当 p=0 时 ,g 二 nn, 则 A 不 一 定 正 定 . 

(B) 为 充分 不 必要 条 件 . 当 A— E 时 ,A 的 全 体 特征 值 为 1, 则 A 正定 ,但 正定 仅 要 求 特 
征 值 大 于 0 即 可 ,未 必要 全 为 1. 

(C) 未 说 明 是 可 逆 和 矩阵 , 故 不 能 说 明 4 正定 . 故 选 (D). 


5. 由 于 422B , 则 存在 可 逆 和 矩阵 P. ff P'AP= B.W (4) 一 r(B). 故 选 (B). 


h 2 2 | 2 2 1 2 2 
6. ZKA X WJ H E p A= 2 2 wa-a — 2 ő -f 1 中 
2 2 3. 0 0 0 


0 0 0 
r(A)=2, 
=} 2 A= 2 2 
| E —A | 2 和 一 2 4 2 A=2 4 
=2 = A=4 0 = A 
' i —4 一 2 
2 à—6 4 A = 71 = 2y; 
0 0 A 
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WJ à = 0.2; = Va 


王政 <0, 故 正 惯性 指数 为 1. 


7. 由 于 xr(4)==1, 则 Ax 二 0 有 非 零 解 , 且 ;二 3 一 r(4) 二 2, 则 零 特征 值 重 数 为 2, 即 1 二 
À, =0., 


又 由 于 A 每 行 元 素 之 和 为 3, 则 A 


Í 1 
ss 3y (或 3y? 和 3y3 
1 1 


均 可 ). 
2 2 —2 1 1 —1 
8. 二 次 型 矩阵 A==| 2 a =2|=|0 a=2 oj. 
一 2 — 4 o i 2 


由 于 r(A)=2, W] a—2=0=a=2,n[sR 8 A 的 3 个 特征 值 为 0,4 十 2V2 ,4 一 2V2 , 即 规 
范 形 为 zi +z}. 


et | 
ù 4 2 
—1 2 4 
1>0,4—# >0,—4G+2)G@ —1)>0, 


9. 二 次 型 矩阵 A= ,由 于 4 正定 , 则 其 3 个 顺序 主子 式 均 大 于 0, 则 


即 一 2<i<1. 


10. 设 A 的 特征 值 为 *, 则 AHA 的 特征 值 为 4? HA. 

由 于 A 十 4==0, 则 十 4==0, 即 4==0 或 一 1, 则 3 个 特征 值 可 能 为 
(1) N=—1,h=—1,Xh=—1; 

(2) à1=—1,à2=— 1, =0; 

(3) à1=—1,à:=0,à;=0; 

G9 k=0 | =02 0 

综 上 所 述 , 当 且 仅 当 二 2 时 ,kA3 十 2E 是 正定 矩阵 . 


0 一 1 1 
11. 二 次 型 矩阵 4 一 | 一 1 0 一 1 |, 特 征 多 项 式 
1 — 2 
à 1 一 1 1 十 1 à+1 0 
1 和 一 4I=| 1 2 1 |=|1 À 1 |=Q+1GQ2-—3), 
—1 1 1 一 2 一 1 1 4—2 


则 得 到 A 的 特征 值 为 3.—1.0. 


, 解 得 x 二 [1, 一 1,2J". 类 


g i == i-s i 
当 4==3 时 ,由 (3E 一 A)x=0. 即 | 1 3 1 | 一 2a 
=i 1 1 


魔 研 考研 数学 之 线性 代数 


似 地 , 当 4== 一 1 时 ,x 二 [1,1,0J', 当 4 二 0 时 ,x 二 [一 1,1,1]™. 
特征 值 无 重 根 , 仅 需 单位 化 . 


1 = 
x; 1 x; 1 
. H 1], 7 = = LI. 
lx] y [x] y 
2 Y 2lo i a 


1 
x, { 
Tal E 


地 o 
V6 V2 AB 
1 1 t 
令 c= Sup B ,那么 令 x==Cy, 则 二 次 型 xTAx=3y) — y 为 所 求 标准 形 . 
2 0 + 
V6 V3 


由 于 
|E—A|= | 0 à—a 1 
一 1 1 2—a+1 
所 以 A 的 特征 值 为 41 二 a,4s 二 a 十 1,7s 二 a 一 2. 


= (à —a)[A — (a + 1)J[A — (a —2)], 


(2) 由 于 二 次 型 三 的 规范 形 为 yi 十 史 ,, 所 以 4 合同 于 , 秩 为 2, 于 是 a=0 或 


1 0 0 
0 1 0 
0 0 0 


a 二 一 1 或 a=2. 
当 a==0 时 ,二 0,hs 二 1, 2, 此 时 的 规范 形 为 yf 一» ,不 合 题 意 . 
当 a= 一 1 时, 丸 1 一 0 一 一 3, 此 时 的 规范 形 为 一 好 一 六 ,不 合 题 意 . 


当 a=2 时 ,1 二 2,hs 二 3,4 二 0, 此 时 的 规范 形 为 y? 十 3 ,符合 题 意 . 
综 上 可 知 ,a 一 2. 


1 一 2 0 0 
,特征 方程 | 入 一 4| Ü 4-8 a 
0 —a 1 一 3 


0 0 
13. 二 次 型 了 的 矩阵 A 一 3 


2 
0 
0 


a 
a 3 
(A—2) 2? —6A+9—a?)=0. 

了 经 正 交 变换 化 成 标准 形 f — yi + 2y + 5y ,标准 形 中 平方 项 的 系数 为 1,2,5 就 是 A 
的 特征 值 .把 A= 1 代入 特性 方程 ,得 时 一 4 一 0 一 4 一 土 2. 因 aa0, 知 wa 一 2, 这 时 


2 0 0 
A=|0 3 Zi 
0 2 3 
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一 1 0 O 1 0 0 
对 于 二 1, 由 (E 一 A)x=0,| 0 一 2 一 2 A 1 1|; x =[0,1,—1]". 
0 —2 一 2 0 0 0 
0 0 O ọ i 
对 于 Xs 二 2, 由 (2E 一 A)x "| 1 :| 0 3|,#88 x,=[1,0,0]r. 
0 一 2 —1 0 0 
3 人 30 0 
wr wee 2 -a-fe 1 —1|, 48 x,=[0,1,1]'. 
0 一 2 2 0 0 O 
0 1 0 
将 xi ,xs ,xs 单位 化 ,得 一 中 1 "| ,为 一 了 1 | , 故 所 用 正 交 变 换 矩 阵 为 
V2 V2 
—1 0 1 
o 1 Q 
3. ç x 
P=(y.y.y) =| V2 | 
SE Q. E 
V2 V2 


14. (ATA+B'B)'=(ATA)T+(BTB)T=ATA+BTB. WJ ATA+ BTB 为 对 称 和 矩阵 . 
设 a HIÇ n 维 向 量 , 则 
a'(A'A+B'B)a =a'A'Aa +a'B'Ba 
= (Aa )TAa + (Ba ) "Ba. 
由 于 (4 十 B) 一 72, 则 (4 十 B)x 一 0 仅 有 零 解 , 故 (4 十 B)a Z0(a #0), H Aa 及 Ba 不 全 为 0， 
则 (4a )TAa 十 (Ba )'Ba 二 0, 即 474 十 BTIB 正定 . 


小 伐 七 谈 考 人 研 数学 备考 攻略 


(D@ 数学 -、 <. > 


关于 考研 数学 的 复习 方法 ,可 谓 是 鱼龙混杂 ,网 络 上 只 要 你 “搜索 ”相关 信息 ,就 肯定 有 
无 数 的 “攻略 ” 这 些 方法 千篇一律 ,大 同 小 异 , 有 其 者 更 是 互相 抄袭 ,很 没有 新 意 , 让 考生 觉 
得 数学 的 复习 不 就 是 那样 嘛 : 基础 段 看 教材 ,强化 段 做 题 型 , 题 型 做 完 做 真题 ,最 后 来 个 冲 
刺 点 睛 . 

在 我 看 来 ,这 些 所 谓 的 “攻略 ”都 可 以 不 看 了 , 没 经 过 脑子 思考 过 的 任何 “攻略 ”都 可 以 忽 
咯 . 基础 段 看 教材 没 错 , 那 应 该 怎么 看 ? 高 等 数学 (高 数 ) 上 册 和 下 册 各 有 什么 侧重 点 ?线性 
代数 ( 线 代 ) 的 核心 是 什么 ? 概率 论 与 数理 统计 ( 概 统 ) 无 法 理解 怎么 办 ? 

另外 还 有 ,数学 一 ,数学 二 ,数学 三 都 考 高 数 (数学 三 中 高 数 称 为 微 积 分 ) ,要 求 一 样 吗 ? 
都 考 线 代 ,区 别 大 吗 ? 数学 二 不 考 概 统 , 是 不 是 意味 着 试卷 很 简单 ? 

如 果 这 些 问 题 都 想 不 清楚 , 那 * 攻 略 " 就 是 个 假 “ 攻 略 ”, 学 生 看 了 一 篇 垃圾 文 ,浪费 时 间 
又 没有 收获 . 

魔 研 数学 团队 ,一 群集 美 貌 和 才华 于 一 身 的 小 伙伴 们 通过 踏 踏实 实 的 教学 实践 ,以 及 真 
真正 正 的 学 员 反 馈 ,得 出 了 一 套 有 效 的 备考 攻略 ,结合 自己 多 年 的 思考 和 经 验 ,经 过 整理 \ 提 
炼 并 总 结 , 给 出 如 下 考研 数学 备考 攻略 . 

一 、 考 研 数学 一 备考 攻略 

首先 要 对 数学 一 的 考生 说 一 说 . 

L 高 数 是 先 * 深 "后 * 没 " 

备考 数学 一 的 同学 们 都 知道 ,考卷 的 内 容 含量 特别 多 ,涉及 的 学 科 也 多 ,高 数 、 线 代 和 概 
统 都 考 ,尤其 高 数 部 分 学 的 特别 多 ,让 数学 二 和 数学 三 的 同学 看 着 都 头疼 ,感觉 总 也 学 不 完 . 
拼 了 命 地 看 知识 点 ,好 不 容易 学 完了 二 重 积分 ,我 的 天 呀 ,还 有 三 重 积分 ,好 不 容易 复习 完了 
三 重 积分 ,还 有 曲线 积分 和 曲面 积分 ,这 可 如 何 是 好 ?! 

但 不 知道 考 数学 一 的 同学 们 注意 到 一 个 特点 没有 ,虽然 数学 一 的 高 数 部 分 学 得 多 ,但 是 
所 谓 多 出 来 的 内 容 , 其 实 考 得 都 特别 " 浅 ”. 什么 叫 * 浅 ? 呢 ? 就 是 知识 点 考查 的 并 不 是 那么 灵 
活 , 只 要 你 明白 “ 它 ” 是 什么 ,知道 怎么 用 ,也 就 够 了 . 就 拿 曲线 积分 和 曲面 积分 来 说 ,如 果 你 
能 够 把 历年 这 部 分 的 真题 集中 起 来 做 一 遍 , 你 就 会 惊奇 地 发 现 ,考查 的 形式 很 雷同 ,虽然 有 
变化 ,但 绝对 谈 不 上 考 法 灵活 . 

曾经 有 同学 (2018 考研 ,最终 被 复旦 大 学 录取 ) 和 我 说 ,他 只 做 了 同济 大 学 (高 等 数学 》 
(第 七 版 ) 下 半 册 的 书 上 的 例题 和 课 后 题 , 多 元 函数 微分 学 、 多 元 函数 积分 学 ,尤其 是 曲线 积 
分 和 曲面 积分 章节 的 题 ,在 上 考场 后 一 分 都 没 丢 .他 其 至 一 度 怀疑 这 部 分 知识 是 不 是 就 是 教 
材 例题 的 难度 . 

关于 这 位 同学 的 反馈 ,我 首先 不 得 不 承认 他 本 身 对 数学 具有 和 较 强 的 敏锐 度 ,说 白 了 就 是 


* 附录 小 修 七 谈 考 研 数 学 备考 攻略 


有 数学 天 赋 , 然 后 我 们 再 客观 地 谈 谈 他 的 话 对 不 对 .我 的 回答 是 ,他 说 的 很 有 道理 . 参照 考研 

数学 一 大 纲 ,对 应 同济 大 学 《高 等 数学 》( 第 七 版 ) 下 半 册 里 面 的 内 容 ,确实 考查 的 比 书 中 例题 

难 不 了 多 少 , 也 就 是 说 同学 们 只 要 在 基础 段 下 足 功夫 ,你 就 已 经 拿 下 了 高 数 一 半 的 天 下 . 
比如 我 们 看 一 下 2014 年 数学 一 真题 试卷 第 18 题 : 


HE EU: = # + G < D 的 上 侧 , 计算 曲面 积分 = [e D dydz + 


(y — 1)š dzdzx + (z — 1)dzdy. 

这 道 需 要 由 高 斯 公式 求解 的 题 ,在 (高 等 数学 )( 同 济 大 学 第 七 版 ) 第 11 章 的 例题 中 与 课 
后 题 里 就 有 相应 的 解法 . 

好 了 ,说 了 半天 高 数 的 下 半 册 ,那么 上 半 册 呢 ? 那 就 要 另 当 别论 了 ,因为 这 部 分 考查 的 
内 容 就 比较 深 了 . 

同学 们 看 得 出 来 ,之 前 我 说 到 了 * 浅 ”, 现 在 开始 又 引出 了 *“ 深 ”, 字 面 意 思 也 可 以 看 得 出 
来 , 那 就 是 上 半 册 的 内 容 如 果 仅 仅 参考 教科 书 ( 指 的 是 同济 大 学 (高 等 数学 (第 七 版 )) 是 不 
够 的 ,需要 我 们 灵活 应 对 了 ,比如 以 下 几 点 . 

(1) 极限 的 计算 ,不 仅仅 要 熟练 掌握 等 价 无 穷 小 代 换 、 洛 必 达 法 则 ,还 要 会 用 泰勒 公式 


求解 极限 问题 . 例如 2008 年 数学 一 试卷 第 15 题 , lim Ssinz —sin(sine) ]sinz ,这 道 题 如 果 会 


泰勒 公式 的 用 法 , 那 就 方便 得 多 ,当然 了 ,这 道 题 方法 很 多 ,不 仅 限 于 泰勒 公式 . 
(2) 导数 的 定义 ,就 那么 两 个 形式 的 公式 ,但 是 可 以 考查 的 难度 却 非常 大 ,例如 2001 年 
数学 一 试卷 第 8 题 : 
设 f(0)==0, 则 f(x) 在 点 z=0 可 导 的 充 要 条 件 为 ( Ji 
CAY tim riw E (B) lim 革 f (1 一 et) 存 在 
ho h ko h 
© limzz f (h — sinh ff fE D) limt fL fo Jete 
(3) 定 积分 的 综合 能 力 考 查 ,历来 都 是 出 难题 的 地 方 , 例 如 2012 年 数学 一 试卷 第 4 题 ， 
设 到 = [e sinara 二 1,2,3), 则 有 ( >. 


(A) L<I<I; (B) L<L<I 
(C) L<L<I (D) <I <I; 
这 道 看 着 不 太 大 的 小 选择 题 , 当年 确实 难 倒 了 很 多 考生 . 
如 此 说 来 ,反倒 是 高 数 的 前 半 部 分 难度 大 于 后 半 部 分 了 . 不 过 ,这 个 难度 并 不 代表 得 分 
率 ,并 不 是 说 高 数 前 半 部 分 难 , 得 分 率 就 低 ; 后 半 部 分 考查 的 简单 ,得 分 率 就 高 . 由 于 大 家 在 
最 开始 复习 的 时 候 就 对 后 半 部 分 抱 着 “ 难 ” 的 预 判 , 表 定 “学 不 会 ”的 心态 ,所 以 就 导致 从 来 没 
有 真正 的 踏 下 心 来 学 习 , 因 而 就 真 的 没有 学 会 ,也 就 丢 了 不 该 丢 的 分 . 
说 了 这 么 多 ,我 就 是 要 告诉 同学 们 一 个 道理 , 那 就 是 高 数 的 学 习 是 上 半 部 分 难 , 下 半 部 
分 较 常 规 ,在 练 就 基本 功 时 切 不 可 本 未 倒置 ,用 力 点 错位 ,那样 到 最 后 ,你 上 半 部 分 由 于 下 功 
夫 少 而 学 得 肤浅 ,下 半 部 分 由 于 惑 慌 心 理 而 丢 了 本 不 该 丢 的 分 ,最 后 导致 高 数学 得 一 塌 糊 涂 . 
句 句 发 自 肺腑 , 望 同 学 们 能 够 理解 我 的 话 . 
ass 


魔 研 考研 数学 之 线性 代数 


2. 线 代 一 直 被 误导 

线 代 这 门 学 科 , 在 量子 物理 、 人 工 智 能 、 机 器 学 习 等 现今 最 热门 最 高 精 尖 的 学 科 中 都 占 
据 着 极为 重要 的 位 置 . 

在 一 次 上 海 新 东方 的 数学 教研 会 上 , 崔 原 铭 老师 和 我 说 了 一 个 现象 ,我 很 感 兴趣 . 他 说 
他 研究 了 中 国 很 多 大 学 的 教材 ,发 现 基本 所 有 的 教材 都 是 从 行列 式 开始 ,而 行列 式 又 是 从 道 
序数 开始 ,在 逆序 数 的 基础 上 推导 出 一 堆 公 式 , 让 人 感觉 线 代 就 是 一 门 纯粹 靠 数学 推导 出 来 
的 学 科 , 其 实 并 非 如 此 . 

MIT 教授 Gilbert Strang 所 著 的 线 代 教 材 一 直 被 称 为 “世界 上 最 好 的 线 代 教材 ”, 它 并 
没有 从 行列 式 引 入 ,而 是 从 解 一 个 简单 的 二 元 一 次 方程 组 引入 , 九 妮 道 来 ,用 通俗 易 懂 的 语 
言 给 我 们 讲解 了 线 代 , 究 其 全 书 , 其 实 是 在 讲述 一 个 道理 一 一 线 代 的 核心 就 是 解 方 程 ,也 就 
是 我 们 常用 的 同济 版 教材 的 第 4 章 线 性 方程 组 所 讲 的 内 容 . 而 第 3 章 向 量 的 线性 相关 、 线 性 
无 关 线性 表 出 等 内 容 其 实 就 是 方程 组 有 解 .无 解 ,它们 的 本 质 是 一 样 的 . 

所 以 ,其 实 线 代 正 确 的 思维 脉络 是 这 样 的 : 第 3 一 4 章 讲 述 了 方程 组 描述 的 两 种 方 
式 向 量 的 线性 组 合 或 者 矩阵 相 乘 ,而 第 1 一 2 章 是 处 理 方程 组 的 必要 工具 ,第 5 一 6 章 特 
征 值 和 二 次 型 其 实 是 线性 代数 的 应 用 ,其 核心 还 是 解 方程 . 

讲 了 这 么 多 ,我 并 不 是 要 同学 们 看 着 教材 从 第 3 章 开始 复习 ,而 是 要 告诉 大 家 , 线 代 是 
一 个 整体 ,这 个 整体 是 以 解 方程 为 核心 , 牢 牢 掌 握 这 个 核心 来 复习 做 题 ,思路 就 会 非常 清晰 ， 
也 会 事半功倍 . 

3. 被 低估 的 概 统 

几乎 所 有 辅导 书 或 者 辅导 老师 都 会 告诉 你 , 概 统 是 考研 数学 三 门 课 里 最 简单 .最 好 拿 分 
的 一 门 ,但 当 你 翻 开 教材 时 ,你 却 异 了 ,这 么 多 公式 ,让 人 抓 狂 啊 ! 然后 开始 死 背 公 式 , 最 后 
也 不 知道 哪些 该 背 哪些 不 该 背 , 严 重 影响 了 复习 节奏 . 

我 一 直 认 为 ,理解 性 记忆 或 者 说 推导 性 记忆 才 是 数学 最 行 之 有 效 的 记忆 方式 ,而 市 面 上 
常用 的 教材 大 都 讲解 性 的 文字 偏 少 ,公式 推导 较 多 ,对 于 考研 来 说 ,当然 可 以 说 它 较 为 全 面 
地 列 出 了 知识 点 ,但 是 对 大 家 理解 这 门 课 却 无 形 中 加 大 了 难度 . 推荐 大 家 在 复习 概率 统计 
前 , 先 去 网 上 找 找 科普 小 文章 ,或 者 去 找 一 些 著名 统计 学 教授 写 的 教材 看 一 看 ,我 非常 推崇 
陈 希 驿 老 先 生 所 著 的 一 系列 著作 , 陈 先 生 善于 用 通俗 易 懂 的 语言 ,生动 形象 的 例子 为 大 家 详 
细 讲 述 概 统 的 知识 ,我 读 过 也 受益 菲 浅 . 但 是 话说 回来 ,教材 虽然 难 , 但 对 考研 来 说 贵 在 知识 
点 全 面 ,推导 过 程 严谨 . 

那 又 有 人 会 问 ,难道 别人 说 概 统 简单 是 骗 我们 的 吗 ? 当然 不 是 . 真正 的 考研 中 , 概 统 的 
考题 是 出 得 最 模式 化 的 ,两 道 大 题 基本 就 是 一 题 概率 分 布 ,一 题 参数 估计 , 逃 不 出 那么 一 个 
小 圈子 . 这 就 又 告诉 我 们 ,复习 概 统 时 同学 们 不 要 一 味 光 看 书 , 不 要 想 把 书 先 完 全 搞 懂 之 后 
再 来 做 题 ,因为 概 统 这 门 学 科 是 需要 例子 来 帮助 理解 的 ,看 完 一 章 就 做 一 章 的 题 ,可 能 看 书 
时 不 理解 的 某 个 知识 点 就 迎刃而解 了 . 

以 上 就 是 数学 一 试卷 中 高 数 、 线 代 和 概 统 的 备考 攻略 ,我 把 我 所 理解 的 学 科 特 点 也 都 毫 
无 保留 地 讲 了 出 来 ,希望 同学 们 能 有 所 收获 . 

在 时 间 分 配 上 ,我 的 建议 如 下 . 

(1) 基础 段 (3 月 初 ~5 AR). 这 一 阶段 搞定 知识 点 , 别 去 搞 什 么 真题 ,难题 ,不 会 走 就 
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想 跑 , 自 找 昔 吃 嘛 . 这 一 阶段 完全 可 以 买 一 本 基础 用 书 ,比如 ( 魔 研 考研 数学 系列 从 书 ) 就 蛮 
好 ,所 谓 举 贤 不 避 亲 ,好 的 书 干 嘛 不 推荐 . 另外 ,这 段 终止 时 间 是 5 月 底 ,这 个 没 问题 ,但 起 始 
时 间 就 不 一 定 非 得 3 月 初 了 ,早点 准备 肯定 要 更 好 点 . 

(2) 强化 段 (6 月 初 ~8 AR). 这 段 对 于 在 校生 来 说 ,正好 是 暑假 ,对 于 毕 了 业 的 同学 来 
说 就 没什么 特殊 的 时 间 意 义 了 ,但 是 无 论 在 校生 还 是 毕业 生 ,要 想 在 考研 中 拿 到 好 成 绩 , 就 
必须 在 这 3 个 月 按 题 型 强化 训练 , 静 下 心 来 心 无 旁 警 地 刷 题 ,可 能 对 你 更 有 好 处 . 近 些 年 来 
社会 上 很 多 反对 * 题 海战 术 的 声音 ,难道 小 侯 七 老师 支持 题 海 ? 我 也 不 支持 ,但 是 我 觉得 大 
家 的 做 题 量 远 达 不 到 “ 海 ” 吧 . 

(3) RARO 月 初 一 10 AR). 这 两 个 月 刷 真 题 ,而 且 完 全 可 以 在 强化 段 便 开启 真题 的 
训练 . 这 么 多 年 的 考研 试卷 ,累计 起 来 足够 了 ,而 且 时 间 充 足 的 话 , 可 以 跨 做 数学 二 ,数学 三 
的 真题 ,因为 你 会 发 现 很 多 面孔 竟然 如 此 熟悉 . 

(4) 冲刺 段 (11 月 初 至 考 前 ). 模拟 题 选 着 做 ,个 人 不 做 评价 ,根据 你 的 自信 程度 . 因为 
很 多 同学 不 自信 ,看 到 新 的 模拟 卷 出 来 ,不 做 的 话 总 觉得 少 点 什么 ,于 是 乎 便 疯狂 地 刷 模 拟 
卷 . 我 个 人 认为 ,这 阶段 不 要 盲目 刷 题 了 ,要 有 自己 的 判断 ,哪里 薄弱 补 哪里 ,而 不 是 把 会 的 
题 重 复 做 ,不 会 的 却 一 直 没 解决 . 去 年 冲刺 段 ,我 给 学 生来 了 一 次 “黑暗 角落 大 清理 ”, 把 曲线 
积分 、 曲 面积 分 、 散 度 、 旋 度 、 梯 度 、 差 分 方程 等 所 谓 的 小 知识 点 整理 起 来 讲解 ,你 猜 怎么 着 ? 
当然 是 命中 了 真题 考点 . 这 算 我 牛 吗 ? 当然 不 算 ,我 只 是 进行 了 常规 的 知识 点 扫盲 ,你 做 你 
也 能 命中 . 那 这 说 明 什 么 ”冲刺 段 扫 盲 知识 点 的 重要 性 啊 ! 


二 、 考 研 数 学 二 备考 攻略 


现在 我 针对 数学 二 的 同学 说 一 说 . 

由 于 数学 一 我 说 得 比较 多 了 ,因而 数学 二 重复 的 地 方 不 多 说 了 . 在 时 间 规 划 上 ,与 数学 
一 是 完全 一 致 的 ,具体 科目 上 其 实 也 是 大 同 小 异 . 

有 人 说 数学 二 的 高 数 部 分 会 不 会 比较 难 ? 这 个 完全 不 用 担心 ,难度 没有 明显 的 差距 .但 
数学 二 的 题目 具有 很 高 的 灵活 性 ,考查 也 比较 细致 . 

这 是 有 客观 原因 的 ,数学 二 在 高 数 方面 的 比重 达到 78% ,也 就 是 117 分 ,然而 数学 二 考 
查 的 知识 点 却 比 较 少 ,所 以 这 就 注定 了 数学 二 的 题目 具有 很 高 的 灵活 性 . 

线 代 基本 上 和 数学 一 样 ( 唯 一 不 同 的 是 数学 一 的 大 纲 中 多 了 向 量 空间 部 分 的 知识 ) , 难 
度 也 差不多 . 

概 统 呢 ? 这 个 , 咱 不 考 , 所 以 就 不 聊 了 . 


三 、 考 研 数学 三 备考 攻略 


关于 数学 三 的 备考 攻略 ,也 可 参照 数学 一 . 线 代 (唯一 不 同 的 是 数学 一 的 大 纲 中 多 了 向 
量 空间 部 分 的 知识 ) 和 概 统 几乎 差不多 ,高 数 ( 数 学 三 中 称 为 微 积分 ) 有 些 区 别 . 

微 积分 部 分 ,数学 三 更 重视 的 是 应 用 ,经 济 学 应 用 部 分 是 它 的 特色 . 

时 间 分 配 上 ,完全 参考 数学 一 的 吧 . 

洋洋 洒洒 写 了 这 人 么 多 字 , 回 头 读 来 ,觉得 还 是 满意 的 . 考研 数学 的 特色 和 备考 攻略 就 介 
绍 这 么 多 , 按 我 所 说 的 攻略 来 备考 考研 数学 ,效果 应 该 会 不 错 . 

小 侯 七 在 这 里 携 魔 研 考 研 数 学 团队 的 老师 们 , 祝 大 家 都 考 个 好 成 绩 . 


